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Vorrede und Mstorisclie Einleitung. 

Während die Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 
geraumer Zeit ein festgefügtes Gebäude darstellt^ das heute bereits 
eine imposante Größe besitzt, konnte bis vor kurzem von einer eigent- 
lichen Theorie der linearen Differenzengleichungen überhaupt noch 
nicht gesprochen werden, da nur einzelne, nicht zusammenhängende 
Untersuchungen über diesen Gegenstand vorhanden waren. 

Lange bekannt^) ist die Integration der homogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen mit konstanten Koeffizienten, d. h. die Theorie der 
sogenannten rekurrenten Reihen in engerem Sinne; doch erst Lagrange 
hat sie systematisch behandelt. Dieser ermöglichte dann durch seine 
Methode der „Variation der Konstanten^^ die Lösung der nicht homo- 
genen linearen Differenzengleichungen durch die Integration der zu- 
gehörigen „reduzierten^^ (homogenen) Gleichung und bloße Summationen 
(vgl. 3. Kap., V). Wichtige Hilfsmittel für die Berechnung des allge- 
meinen Gliedes einer rekurrenten Reihe bzw. für die Integration der 
linearen Differenzengleichungen schuf Laplace durch seine Theorie der 
erzeugenden Funktionen^), besonders aber durch die — auch bei den 
linearen Differentialgleichungen eine große RoUe spielende - — nach 
ihm benannte „Laplace^oho^ Transformation^^, durch welche die Lösung 
der linearen Difterenzengleichungen (in Form bestimmter Integrale, 
aufgefaßt als Funktionen eines Parameters) auf die Integration linearer 
Differentialgleichungen zurückgeführt wird. Insbesondere die linearen 
Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten, die sogenannten 
„LopZaceschen Differenzengleichungen^^, bei denen die zu lösende lineare 
Differentialgleichung von der ersten Ordnung ist, konnten auf diese 
Weise vollständig integriert und die Lösungen der sehen 

Gleichungen zweiter Ordnung, wie zuerst Thomae (1869) näher aus- 
führte, durch liypergeomet rische Reihen dargestellt werden. Später ist 
diese Transformation u. a. eingehend von Pincherle behandelt worden, 
der besonders auf das dualistische Prinzip hinwies, nach welchem 

1) Etwa seit 1700 (vgl. die Literaturangaben hei Jindoy er, 1., S. 69, Note 48); 
das erste bekannte Beispiel einer rekurrenten Ileihe findet sieb bereits bei 
Leonardo Pisano (Fibonacci)^ Liber abaci 1228 (vgl. 7. Kap., III, A). 

2) Vgl. Andoyer, !•, S. 75. 

a=' 
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die Lösung linearer Differenzengleichungen auf diejenige linearer Diffe- 
rentialgleichungen und umgekehrt zurückgeführt werden kann. 

Ferner existieren aus älterer Zeit zahlreiche Arbeiten teils größeren^ 
teils kleineren Umfangs über einzelne lineare Differenzengleichungen, 
besonders erster und zweiter Ordnung, deren Integration durch ver- 
schiedenartige formale Prozesse meist rekurrenter Natur geleistet wird; 
dabei beschränken sich aber die meisten Autoren auf positive ganz- 
zahlige Werte (bzw. auf die in der arithmetischen Reihe Xq, + A, 
... enthaltenen Werte) der unabhängigen Veränderlichen, 
wie es dem Standpunkte des Differenzenkalküls entspricht. Die 
Lösungen nur weniger linearer Differenzengleichungen erster und 
zweiter Ordnung wurden wirklich durch explizite analytische Aus- 
drücke dargestellt und funktionentheoretisch durchforscht; zu diesen 
gehört vor allen Dingen die einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung erster Ordnung genügende Gammafunktion, die bereits von 
Euler, besonders aber von Gauß in seiner klassischen Arbeit über 
die hypergeometrische Reihe eingehend behandelt worden ist. Die 
Gammafunktion spielt in der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
eine hervorragende Rolle (vgl. 1. Kap., II, 0 und D, 'sowie das 10. Kap. 
und die Schlußbetrachtung); diese Funktion, der Legendre den Namen 
„Gammafunktion^^ gab, gehört nebst ihrer logarithmischen Ableitung, 
wie schon Gauß bemerkt, zu den interessantesten Gebilden der ganzen 
Analysis; die Literatur über sie ist inzwischen ungeheuer angewachsen 
und in dem trefflichen Handbuche von Nielsen, dem auch der Unter- 
zeichnete zahlreiche Literaturangab en und manche wertvolle An- 
regungen verdankt, erschöpfend bearbeitet worden. 

Im übrigen datieren die funktionentheoretischen Arbeiten über 
die Lösungen linearer Differenzengleichungen erst aus neuerer Zeit: 
Weierstraß dehnt die Untersuchung der Gammafunktion auf komplexe 
Variable aus und wird durch ihre Produkt dar Stellung zu seiner be- 
rühmten Theorie der ganzen transzendenten Funktionen geführt. 
Guichard stellt einen später von H. Weier wiedergefundenen Integral- 
ausdruck für die „Summe^^ einer Funktion auf, aus dem sich nach 
Cauchy^okm Prinzipien der von Elana und Alel gegebene* Integral- 
ausdruck ergibt^), und beweist mittels desselben, daß die Summe 
einer ganzen transzendenten Funktion, abgesehen von einer perio- 
dischen Punktion, wieder eine ganze transzendente Funktion ist; das- 
selbe beweisen später auf andere Weise (mittels der RemowiZi sehen 
Funktion) Appell und IlurimU. Diese sowie besonders Mellin und 
Barnes haben die Lösungen der linearen Differenzengleichungen erster 
Ordnung für komplexe Vainable eingehend untersucht. — Holder be- 


1) Dieser wiederum führt unmittelbar zu der lange bekannten Mac Laiirin- 
llJuler sehen Bummenformel (vgl. 1. II, B, Schluß). 
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eistj daß die Gammafunktion keiner algebraischen Differentialgleichung 
enügt^ und Barnes erweitert diesen Satz auf die Lösungen beliebiger 
nearer Differenzengleichungen erster Ordnung mit algebraischen Koeffi- 
enten; damit war gezeigt, daß bereits die linearen Differenzenglei- 
lungen erster Ordnung ^vesentlich neue transzendente FiinMionen de- 
nieren. 

Soweit die linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. Was 
le homogenen linearen Differenzengleichungen zweiter Ordnung an- 
strifft, so hat bereits Boole in seinem „Treatise^^ Ansätze zu Reihen- 
it Wickelungen ihrer Lösungen gemacht; doch fehlt fast durchweg die 
.auptsache — der Konvergenzheweis. Weiter sind dann die so- 
enannten hypergeometrischen Differenzen gleichungen zweiter Ordnung, 
eiche aufs engste mit der sehen hypergeometrischen Reihe zu- 
mimenhängen — sind doch die Beziehungen zwischen den „contiguen^^ 
Linktionen nichts anderes als lineare Differenzen gleichungen zweiter 
rdnung — , wie schon erwähnt, von Thomae und später in ähnlicher 
^eise, aber nicht so ausführlich, von Weih und Barnes, am elegan- 
sten und kürzesten aber von Heymann behandelt worden; eine sehr 
»rgfältige Darstellung der Bedeutung der hypergeometrischen Reihe 
r die Integration der linearen Differenzengleichungen zweiter Ord- 
ing hat PincJierle (4^) gegeben. 

Über die linearen Differenzengleichungen höherer Ordnung mit 
iriablen Koeffizienten war — abgesehen von den Laplaceschen Glei- 
tungen — bis in die neueste Zeit in funktionentheoretischer Beziehung 
hr wenig bekannt. Bahnbrechend ist hier eigentlich Poincare gewesen, 
!r in einer größeren Abhandlung über das Verhalten der Integrale 
learer Differentialgleichungen im Unendlichen gelegentlich diese Frage 
ich für Differenzengleichungen behandelt; und obwohl seine Dar- 
ellung mehrere Fehler enthält und die Resultate nicht ganz präzis 
ad, so habe ich mich aus dem obigen sowie aus dem weiteren 
runde, daß hier mit ganz wenigen Hilfsmitteln und ohne Benutzung 
fferweitiger Disziplinen durch bloße strenge Fallunterscheidung ver- 
dtnismäßig viel erreicht wird, entschlossen, dem Poincare sehen Satze 
a besonderes Kapitel (9) zu widmen^), den Beweis von den Fehlern zu 
inigen und die Resultate durch die tiefgehenden Untersuchungen von 
mcherle, Horn, Ford, Perron und Nörlund zu ergänzen. Dieser Satz 
stattet dann zwei sehr schöne Anwendungen: die approximative 
)sung homogener linearer Differenzengleichungen von Pincherle und 
3 Lösung homogener linearer Differenzengleichungen zweiter Ord- 
ing durch konvergente unendliche Kettenbrüche^) von Nörlund. Eine 
rekte Fortsetzung der Poincareschen Untersuchung bilden ferner 

1) Man beachte die Bemerkungen dazu am Schlüsse des Werkes. 

2) Derartige Kettenbruchentwicklungen gab bereits, doch ohne Konvergenz- 
weis, Gauß und später allgemeiner Pincherle. 
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die asymptotisclien Darstell-angen der Lösungen homogener linearer 
Differenzengleichungen Yon Horn j OaTbrun und Nörlund (vgl. 
10. Xap.; III). 

Inzwischen erfuhr aber ein anderes Gebiet unserer Disziplin eine 
mächtige Förderung, nämlich die formale Seite der Theorie der linearen 
Differenzengleichungen, insbesondere soweit sie sich auf die Analogien 
mit den algebraischen Gleichungen und auf die entsprechenden Ana- 
logien mit den linearen Differentialgleichungen erstreckt. Hier hat 
nach Gasoraii hauptsächlich PincJierle mit seinen Schülern BortoloUi 
und Amaldi den Grundstein gelegt und besonders im 10. Kapitel 
seines Buches über die distributiven Operationen^) gewissermaßen das 
Gerüst für den Aufbau einer solchen Theorie errichtet. Dann haben 
Heymann, Giddberg und der Unterzeichnete den Bau soweit gefördert, 
daß wenigstens dieser Teil der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen jetzt ungefähr auf dem gleichen Niveau steht wie der 
entsprechende bei den linearen Differentialgleichungen: wir erwähnen 
hier namentlich die mannigfachen Determinantenbeziehungen, die Re- 
duktion und Zerlegung homogener linearer Differenzengleichungen, die 
vielfachen Lösungen, die Theorie der Adjungierten und Assoziierten, 
Multiplikatoren, Kettenbruchverfahren, Resultante, den größten ge- 
meinsamen Teiler und das kleinste Vielfache, die Iteration und Ver- 
tauschbarkeit homogener linearer Differenzenausdrücke, den Irreduk- 
tibilitätsbegriff, die Theorie der invarianten Funktionen, die Trans- 
formationstheorie und endlich die Gruppentheorie (Kap. 2 — 6). Die 
Analogien zwischen den formalen Theorien der linearen Differential- 
und Differenzengleichungen sind so weitreichend, daß viele Partien 
direkt — natürlich cum graiio salis — von den Differentialgleichungen 
auf die Differenzengleichungen übertragen werden können*, das hat 
meinen Mitarbeiter, Plerrn Giädherg, veranlaßt, einzelne Gebiete, wie 
z. B. die Gruppentheorie, die in dem Handbuche von L. Schlesinger 
sowie in dem „Traite^^ von Picard für Differentialgleichungen ein- 
gehend dargestellt worden sind, ganz kurz zu behandeln, während er 
die Analogien der neueren Untersuchungen von Flefffsr und Loe^mj, 
die in dem Schlesinger bGo-Qu Handbuche noch nicht enthalten sind, 
ausführlicher auseinandergesetzt bzw. in Form von Aufgaben und zu 
beweisenden Sätzen wiedergegeben hat. 

Dagegen schienen der funktionentheoretischen Untersuchung der 
Lösungen einer linearen Differenzengleichung beliebiger Ordnung bzw. 
ihrer Darstellung durch analytische Ausdrücke unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten entgegenzustehen, insbesondere der Aufstellung formell ge- 
nügender, in einem gewissen Bereiche konvergenter Reihen, ähnlich 
den Potenzreihen, durch die Gauchy für die Theorie der Differential- 


1) Fincherle (u. Amaldt)^ 9. 
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gleichungen die Grundlage geschaffen hatte. Die Überwindung dieser 
Schwierigkeiten war erst möglich, nachdem sich die Überzeugung 
Bahn gebrochen hatte, daß bei der Integration der linearen Differenzen- 
gleichungen nicht die Potenzreihen, sondern die bereits von Stirling 
behandelten, seitdem aber lange Zeit Yernaehlässigten Fakultätenreihen 
sowie auch die Partialbruchreihen die dominierende RoUe spielen. 
Durch diese Einsicht gelang es erst in aUerneuester Zeit, nachdem 
bereits Mellin^) wertvolle Ansätze gemacht hatte, aber nicht bis zum 
Endziele gelangt war, dem jungen dänischen Astronomen Nörlund, der 
mir seine Untersuchungen brieflich mitteilte ^), für gewisse Normal- 
formen von homogenen linearen Differenzengleichungen, deren Koeffi- 
zienten in einem gewissen Gebiete konvergente Pakultätenreihen sind, 
nach Cauchy seihen Prinzipien mittels einer Majorantenreihe den Beweis 
der Konvergenz ihrer ebenfalls durch Fakultätenreihen dargestellten 
Lösungen zu erbringen, indem er sich dabei auf die neueren Unter- 
suchungen von Jensen^ Nielsen und Landau über die Konvergenz der 
Pakultätenreihen stützte (vgl. 10, Kap., IV). 

In Betreff der nicht homogenen linearen Differenzengleichungen 
seien noch die Arbeiten von Heymann erwähnt, welche in vielen 
FäUen die Aufstellung eines Partikularintegrals und damit die Zurück- 
führung auf homogene Gleichungen lehren, ohne auf die Methode 
der Variation der Konstanten, die wegen der mit ihr verbundenen 
Summationen meist nur formale Bedeutung hat, zu rekurrieren 
(8. Kap., 11)5 dabei ergeben sich Anknüpfungspunkte mit den in 
neuester Zeit im Vordergründe des Interesses stehenden Integral- 
gleichungen {8. Kap., II, B). 

In dem vorliegenden Buche wird nun auf Grund der oben in 
großen Zügen skizzierten wichtigsten Forschungsergebnisse zum ersten 
Male der Versuch gemacht, eine zusammenhängende Theorie der linearen 
Differenzengleichungen aufzubauen. Dabei betonen wir von vornherein 
grundsätzlich den Standpunkt, daß wir diese Theorie über das Niveau 
der rekurrenten Reihen erheben und sie an die Seite der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen stellen wollen^): wir betrachten also 
die unabhängige Veränderliche als stetig variabel und haben deshalb 
solche Untersuchungen bevorzugt, welche diesen Standpunkt entweder 
einnehmen oder wenigstens ermöglichen. Damit hängt zusammen, daß 
die in dem allgemeinen Integral auftretenden willkürlichen „Kon- 


1) Acta Math. 0 (1887). 

2) Ein kurzer Auszug ist in den C. R. 15. Nov. 1909 erschienen; ausführ- 
lichere Darstellung in der inzwischen veröffentlichten Diss. Kopenhagen 1910. 

3) Wie befruchtend übrigens das tiefere Studium der rekurrenten Reihen 
seinerseits auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen wirkt, haben 
besonders in neuerer Zeit die Arbeiten von Pincherle, Horn und Perron zur Ge- 
nüge bewiesen. 
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stanten^^ keine 'wirkliclien Konstanten, sondern periodiscke Funktionen 
von der Periode 1 sind, was zuweilen zu eigentümlichen, für die 
Dififerenzengleichungen charakteristischen Schwierigkeiten führt, die 
bisher noch nicht genügend beachtet zu sein scheinen und die sich 
hauptsächlich daraus ergeben, daß die Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen, deren Koeffizienten „Konstanten^^ sind, nicht selber „Kon- 
stanten^^ zu sein brauchen (vgl. 6. Kap,, IV). Von den vorhandenen 
Lehrbüchern über Differenzenrechnung trägt wohl noch am meisten 
der „Treatise^^ von Boole unserem Standpunkt Rechnung, ein wenig 
auch bereits der noch ältere „Traite^^ von Lacroix, während das — im 
übrigen vortreffliche — Lehrbuch von Marhoff ebenso wie das von 
Seliwanoff sowie dessen Enzyklopädiebericht (französische Bearbeitung 
von Andoyer) vollständig auf dem Standpunkt des Interpolations- und 
Differenzenkalküls steht. 

Bei der Anordnung des Stoffes war außer dem ökonomischen 
Lauptsächlich der genetische Standpunkt maßgebend, der sich schon 
daraus, von selbst ergab, daß mehrere wichtige Arbeiten erst während 
der Abfassung unseres Werkes erschienen. Das vorliegende Buch 
besteht aus zwei getrennten Teilen, deren erster die grundlegenden 
Degriffe' und die formalen Theorien enthält, während der zweite, 
funktionelltheoretische Teil die eigentliche Integration der linearen 
Differenzeugleichungen durch analytische Ausdrücke behandelt. Für 
die Aufnahme in unser Lehrbuch kamen nur solche Untersuchungen 
in Betracht, die zu endgültigen, brauchbaren Resultaten führen; ins- 
besondere für Arbeiten über unendliche Prozesse (Integraldarstellungen, 
lEntwicklungen in unendliche Produkte, Reihen, Kettenbrüche usw.) 
war der Nachweis der Konvergenz • (bzw. des asymptotischen Ver- 
baltens) die conditio sine qua non ihrer Berücksichtigung. Zahlreiche 
Beispiele, die möglichst aus Originalarbeiten entnommen sind, dienen 
durchweg zur Illustrierung und Anwendung der dargestellten allge- 
meinen Theorien. 

Als ich dieses Buch zu schreiben begann, waren die oben ge- 
nannten Arbeiten von Nörliind erst im Entstehen begriffen. Um daher 
für die im ersten Teile behandelten formalen Theorien durch den 
Nachweis der Existenz eines Fundamentalsystems von Lösungen homo- 
gener linearer Differenzengleichungen eine feste Grundlage zu schaffen, 
führte ich diesen Existenzbeweis zunächst ohne Rücksicht auf die 
analytische Darstellbarkeit der Lösungen ganz im Sinne der Berech- 
otaung der Glieder einer rekurrenten Reihe, wie sie z. B. Marlcoff' in 
seinem Lehrbuche auseinandersetzt, indem ich mich dabei auf homo- 
gene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten und 
auf reelle Werte der unabhängigen Variablen beschränkte. Der Nach- 
weis eines zu jedem Werte von x — nicht nur zu den Werten 
o) + nh (n = 0, 1, 2 , . . — gehörigen Punktionswertes gelang da- 


Vorrede und Mstorisclie Einleitung. 


IX 


durclij daß im Anscliluß an Lacroix und Boole^ besonders aber an 
Pincherle^) der Begriff der ^^Anfangsbedingung^ durch die eine ^^Par- 
tikularlösung^^ in eindeutiger Weise bestimmt wird^ durch Einführung 
einer willkürlich vorgeschriebenen „Anfan gsfunktion^^ in einer für 
lineare Differenzengleichungen geeigneten Weise definiert wurde. Die 
Beschränkung auf reelle Werte der unabhängigen Yeränderlichen gegen- 
über Pincherley der komplexe Yariable betrachtet^ ermöglichte eine 
genauere Fixierung der Vorstellung sowie eine weiter ins Einzelne 
gehende Durchführung, insbesondere den Nachweis einer für jeden 
(endlichen) Wert der unabhängigen Yeränderlichen endlichen, ein- 
deutigen und stetigen Partikularlösung sowie in den meisten Fällen 
die Darstellung derselben durch eine Fourier Reihe. 

Nachdem mir die Arbeiten von Nörlund bekannt geworden waren, 
hätte ich ja nunmehr die analytische Darstellung der Lösungen einer 
homogenen linearen Differenzengleichung durch Fakultätenreihen, die 
in einem gewissen Bereiche konvergieren, zum Ausgangspunkte der 
ganzen Theorie der linearen Differenzengleichungen machen können; 
ich bin aber nach reiflicher Überlegung bei dem ursprünglichen Plane 
in der Anlage des Buches geblieben, und zwar aus drei- Gründen: 
erstens aus historischem Grunde, denn die Wahl jenes Ausgangs- 
punktes hätte die ganze Entwickelungsgeschichte unserer Disziplin 
geradezu auf den Kopf gestellt; zweitens aus didaktischem Grunde: 
der Beweis für die Konvergenz der Lösungen ist ziemlich kompliziert 
und setzt mancherlei aus anderen, zum Teil ganz neuen Gebieten 
voraus, so daß der Anfänger abgeschreckt worden wäre, während der 
bloße Existenzbeweis an Einfachheit und Anschaulichkeit nichts zu 
wünschen übrig läßt; endlich — last not least — aus dem Grunde, 
weil dadurch auch der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
für reelle Veränderliche, die eine besondere Behandlung zuläßt, also 
namentlich der Fourier sehen Reihe ihr Recht wird. — So bilden nun- 
mehr die Arbeiten von Nörlund den Schlußstein des ganzen Werkes. 

Die Beschränkung auf reelle Variable ist dann, soweit sie über- 
haupt in Betracht kommt — in den formalen Theorien (Kap. 2 — 6) 
hat ja die unabhängige Veränderliche lediglich „literale^^ Bedeutung — , 
auch im 7., 8. und 9. Kapitel teils der Einfachheit der Darstellung 
wegen, teils weil sie im Sinne der ganzen Untersuchung liegt, fest- 
gehalten worden.^) Dagegen war für das letzte (10.) Kapitel, welches 
von der Integration der linearen Differenzengleichungen durch Reihen 
handelt, diese Beschränkung nicht angebracht, weil die Darstellung 

1) Fincherle (u. Amaldi), 9. 

2) Dadurch ergab sieb gleichzeitig ein vermittelnder Standpunkt zwischen 
den Forschern, die nur ganzzahlige, positive Werte der unabhängigen Ver- 
änderlichen zulassen, und denen, welche komplexe Werte der Variablen in Be- 
tracht ziehen. 
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dadurch au Einfachheit nicht gewinnt^ an Übersichtlichkeit aber ver- 
liert^ indem der Konvergenzbereich der auftretenden Reihen in un- 
nötiger Weise beschränkt wird. 

Eine weitere, ebenfalls durch die Einfachheit der Darstellung 
und die durchweg angestrebte Präzision der Resultate bedingte Be- 
grenzung des Stoffes haben wir uns dadurch auferlegt, daß wir im 
allgemeinen nur solche lineare Differenzen gleichungen betrachten, deren 
Koeffizienten rationale Punktionen der unabhängigen Yeränderlichen 
sind; nur an zwei Stellen sind wir aus bestimmten Gründen von 
diesem Prinzip abgewichen; im 9, Kapitel, welches den Pomcareschen 
Satz behandelt, wo diese Beschränkung unnötig ist — das ist gerade 
ein Vorzug der Pomcar^ sehen Beweismethode — , und im letzten 
Abschnitt des 10 . Kapitels, wo eine Grundlage für weitere Unter- 
suchungen geschaffen werden sollte und daher die Koeffizienten Fakul- 
tätenreihen sind. 

Vorausgesetzt werden in diesem Buche die Elemente der Funk- 
tionentheorie und der algebraischen Analysis, die wichtigsten Deter- 
minantensätze, die Differential- und besonders die Integralrechnung 
sowie in den beiden letzten Abschnitten einige Sätze aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen und der Fakultätenreihen; doch 
ist in den meisten Fällen auf die Quellen hingewiesen worden, ■ aus- 
denen diese Kenntnisse geschöpft werden können. — Das Literatur- 
verzeichnis am Schlüsse des Buches, bei welchem die Autoren in 
alphabetischer Reihenfolge und die Arbeiten eines jeden Autors chro- 
nologisch angeordnet sind, macht keinen Anspruch auf absolute Voll- 
ständigkeit und bringt in erster Reihe diejenigen Abhandlungen, die 
in dem Buche selber benutzt oder zitiert worden sind; doch dürfte 
wohl keine wichtigere Arbeit über lineare Differenzengleichungen fehlen,, 
wenn dasselbe noch durch die bei Ändoyer ( 1 .) enthaltenen Literatur- 
angaben ergänzt wird. — Herr Qnldberg hat das vierte, fünfte und 
die drei ersten Abschnitte des sechsten Kapitels bearbeitet; alles 
übrige rührt von dem Unterzeichneten her; Untersuchungen, Bemer- 
kungen und Zusätze desselben, die in diesem Buche zum ersten Male 
veröffentlicht werden, sind durch W. gekennzeichnet worden. Im 
übrigen konnten durch das Literaturverzeichnis die Zitate erheblich 
abgeküizt werden, indem nur auf die Nummer der Arbeit des be- 
treffenden Autors verwiesen zu werden brauchte. 

Möge unser Werk dazu beitragen, das Interesse der Mathematiker 
für eine in ihren Anfängen sehr alte, aber in ihren letzten Ausläufern 
ganz neue Disziplin wieder zu erwecken; daß sie dieses Interesse ver- 
dient,. zeigt die überraschende Mannigfaltigkeit der Entwickelungs- 
möglichkeiten und Untersuchungsmethoden, deren Darlegung sich der 
Unterzeichnete ganz besonders angelegen sein ließ, sowie der Um- 
stand, daß sie gerade mit den wichtigsten und schönsten Gebieten 
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der Analysis durch vielfache enge Beziehungen verbunden ist; ins- 
besondere seien jüngere Forscher auf dieses neue Untersuchungsfeld 
hingewiesen, welches lange brach gelegen hat und noch reiche Früchte 
verheißt. Sollte das vorliegende Buch diesen Zweck erreichen, so 
wird das Bewußtsein, dem mathematischen Königreiche eine alte 
Provinz wiedergewonnen zu haben, den Verfasser für seine nicht ge- 
ringe Mühe reichlich entschädigen. 

Zum Schlüsse ist es mir ein Bedürfnis, meinem Mitarbeiter 
Herrn Quldherg und Herrn Norlund sowie auch dem Teuhter scheu 
Verlage meinen besten Dank für die Bereitwilligkeit auszusprechen, 
mit welcher sie auf meine Wünsche eingegangen sind; ferner den 
Herren Prof. Dr. Fürle, Oberlehrer Figur und Kandidat Stegmann, die 
je eine Korrektur des Buches gelesen haben. 


GEORG WALLENBERG. 
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Uc/^rifl d(‘r liiiearen l)iit(*r<‘iizengl(!icliiiiif( und ihrer 

Intrgration. 

I. lU'fiHitlon (‘inm- liuwuTU l>iff«rouzoiii!:l(‘ichHni>: /#<•■> Ordnung.') 

Wir v(‘rsii‘h(‘ii im lulgctidrai oiim nr//r, iinlwsr/innil,i vi;r- 

iiniiirlirhr (iriiüt'-), iiiiicr eine vmi .r »liliilugig« <«r(ilj(», ein« „Fimk 
(loii von ,r“. Kinn Difl'nrciizmiglnir.living IhI (Ihiiii ßino <ih>i<-iinng von 

<lt*r Form 

' * * /■'' !/.r> A'/.r» A" ?/_,.) 0 ; 

(turin F niiic gcgnbimi! (gewöhnlich gniizo nilionale) Kunktioii 

der uiiahhiingigi‘11 \ urialticii x, der nnhdiiunitcn Funktion ?/,, und der 
Dilli'rnnznn vcrHchiodencr Ordnung von 

A//^ !F t , !F, 

"" A//, , , A//, — j/, j „ I , I 


A"//,. . i '"I',.. „ s •■• ! ( I, 

S-tzt imm diese Werte für Al/,, A«//,,, ..., A"//,, in die (Jleiehnng (1 ) 

«‘iiu H<* itijiijni mv Ui^siali an: 

*“* „I 

t nigekehri läiii .sieh dii- (»leiehnng (2) mittel , h der Formeln 
¥, j , //, : Al/,., 

!>'■ I r y.r d ~ A?/, i A'?/,., 


H, ; !/,. i iiAi/,, \ " " „ ‘'A'-//,,.|- 


i A"(/,. ' ) 


1 \ O, 1 .; M„t/t,//', 1 ,; Srliinnni//’. I. ii. Ü.; I'iiw/itrl'' ui. Aniahli] !>. 

K,tp. \ ; H , 

in-r pie-melner,. Fuli, ,ial3 .r eine Iminplexe Vnnal.le „dl kensl.mlen, 
m.ae.n.oem i!e«dm, Heil int , laül. „iel. dnrel, l'nmilelverehielno.K .1er re..ll,.n 
mit «irn nltiifoii /diriit'lvfuhrtai, 

l'.ilirl man anti.T A n..eli .las Oi.eriifi.niHHvmiiel Jhi , „i,, hu i ( 

V.al.elue-Ii; A./ I > !/, /i, (U ly,/,., A" ,/,. ijF 1^,/,, .Inri,, i 4 

/(| //,r t I,; l.:, 

1 .'unhulioli: /!,,,. fl A'i//,,, I>"!/.,. 0 '{■ AY'l/,. .1 i-.,. 

1 * 
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leicM in die Form (1) überfüliren^ so daß die Gleichungen (1) und (2) 
als äquivalent zu betraehten sind. Wir ziehen die Form (2) als die 
einfachere im allgemeinen der Form (1) vor: ct> enthält hier die un- 
abhängige Variable Xj die unbekannte Funktion uni ihre „suJc^es- 
siven Werte^^ Werte, welche für 

die sukzessiven, um 1 unterschiedenen Werte von x annimmt. Der 
FaR, daß die Werte von sich um eine beliebige Größe % unter- 
scheiden, daß also die sukzessiven Werte lauten: x + x ^21%, . . 

X + nhy kann leicht auf den obigen, wo die Differenz 1 ist, durch 
die Substitution x=^h 2 j zurückgeführt werden. 

Die Gleichung (2) heißt eine Differen^engleichung Ordnung , 

wenn sie wirkhch y^^^ und y^ enthält; wenn dagegen y^, y^^^, . . 

(h<^) darin nicht verkommen, so kann man sie durch die 
Substitution x-\-lc == z in eine Differenzengleichung (n — Ordnung 
transformieren. 

Seispiel^): Die Gleichung 

a? = 0 

wird mittels der Formeln 

^Vx ~ Vx + l Vxy ^ Vx ~ Vx + S ^Vx-h^ ~l“ ^^x + l ~~ Vx 

in die Gleichung 

transformiert, die weder y^ noch enthält. Setzt man -f 2 = ^, 
so erhält man die Differenzengleichung erster- Ordnung 

2 /.+ i - 3 ^,+ ^-2 = 0 . 

Enthält ferner die Gleichung (2) nur diejenigen Funktionen 2/x+i; 
für welche die Zahlen i den gemeinsamen Teiler r besitzen, so ist 
sie eine uneigenüiche Differenzengleichung n^^^' Ordnung sie ist dann 

nämlich eigentlicheine Differenzengleichung von der Ordnung n'=^, 

bei der die Differenz der sukzessiven Werte von x gleich r ist. So 
ist z. B. die Gleichung 

Vxy VxJrZy Vx^^ ~ ^ 

uneigentlich von der 6^®^ Ordnung, nämlich eigentlich von der Ord- 
nung f = 2 mit der Differenz 3 und wird in der Tat durch die Sub- 
stitution X = 3^, y^^ = u^ in die Gleichung 2*^®^ Ordnung 

F(2,z, u„ M.+a) = 0 

transformiert. Ebenso ist die Gleichung 


1) MarJeoff. 


2) W. 
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eigentlicli tou der ersten Ordnung mit der Differenz n und geht durch 
die Substitution x = n^, y = u in 

7 J m z 


fins, u^, M ) = 0 

über. 

Ist in der Gleichung (2) cb eine lineare Punktion von y^, y^ 

Vx+n.} sie eine lineare Differenzengleichung n*^’' Ordnung] diese 

hat also die Form: 


( 3 ) 


,(0) 


d’x 2/a + n + P[ + + h , 




worin die pW und p^ Funktionen Ton x sind. Ist p^ = 0 , so heißt 
Gleichung ( 3 ) eine homogene lineare DifiPerenzengleichung Ordnuno** 
ist dagegen =j= 0^ so heißt sie eine nichthomogene oder vollständige 
lineare Diiferenzengleichung. Wir werden uns im folgenden haupt- 
sächlich mit den homogenen linearen Differenzengleichungen be- 
schäftigen, da die vollständigen Gleichungen, wie wir später sehen 
werden, sich auf sie zurückführen lassen 5 ferner werden wir uns haupt- 
sächlich auf den Fall beschränken, daß die Koeffizienten rationale 
Funktionen von x sind, die dann als ganse rationale Funktionen oder 
Polynome vorausgesetzt werden können. 


II. Definition der Integration einer homogenen linearen 
Differenzengleichnng. Existenz einer Partikularlösnng.^) 

Eine homogene lineare Differenzengleichung 

Vx + n + Px^y^ + n-t d +p]"^ yx = '^ 

stellt eine Forderung dar: es soll y^ als Funktion von a: so bestimmt 
werden, daß sie, in die Gleichung (1) eingesetzt, diese zu einer iden- 
tischen macht. Eine solche Punktion y^ heißt eine Lösung oder auch 
ein Integral der Gleichung (1). 

A. Die homogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung. 

Um uns über die hier auftretenden Verhältnisse Klarheit zu ver- 
schaffen, betrachten wir zunächst die einfachste homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung 

^ yx+t-yx==^- 

Sie wird offenbar befriedigt durch 

y^ = co{x), 

worin m{x) eine willMirliche periodische Funktion von der Periode 1 
bedeutet. Würde man nun wie bei den Differentialgleichungen als 

1) Wallenberg, 6., Nr. 2; vgl. Lacroix, 1 ., § 418—420; Boole, 1.; für kom- 
plexe Variable Pincherle (u. Arnaldi), 9., Kap. X. § 273—280. 
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„Anfangsbedingung" = & für x = d. h. wäblen, so würde 

sich ans Gleichnng (2) ergeben: 

y2===yi=^> 2/3=^2=^ •••; y-i==yo^^> y-2==y-i=^, ••• • 
Es wäre also y^ in den Punkten ... — 2, — 1, 0, 1, 2, 3 .. . be- 
stimmt, dagegen nickt in den zwischen diesen Punkten liegenden 
Intervallen; in der Tat hätte die sonst willkürliche periodische Punk- 
tion CO (cc) nur die Bedingung cd (0) = & zu erfüllen. 

Soll daher für alle Werte von x bestimmt sein, so müssen 
wir folgende Anfangsbedingung festsetzen: dem Intervall x == 0 

(inklusive) iis x = l (exMusive)^) soll y^’=^<p(p) sein, wo (fix) eine 

willkürlich vorgeschrielene eindeutige Ftmk- 
tion von x isf'^ in graphischer Darstellung: 

dem Intervall 0 ^ < 1 soll die Kurve 
y^^(Q(x) einen vorgeschriebenen Verlauf be- 
sitzen}^ Dann ist in der Tat für alle 
Werte von x bestimmt; denn ist x=^n-\- 
wo 0 ^ < 1 und n eine ganze positive 
oder negative Zahl ist, so ergibt sich 

y^ = !/n+. = 2/. = 9{^)- 


„Anfangsbedingung^^ eindeutig 


Fig. 1. 

Die in dieser Weise durch ihre 
festgelegte Punktion nennen wir eine Fartikularlösung^) der Glei- 
chung (2). Wählt man die eindeutige 
Funktion <p (x) im, Intervall 0 bis 1 in- 
klusive endlich, stetig und derart, daß 
9 ( 1 ) = 9 ?( 0 ) ist (Fig. 1), so werden die 
— ' im allgemeinen^) in den Punkten ... -—2, 
— 1, 0, 1, 2, . . . auftretenden Unstetig- 
keiten (Fig. 2) vermieden, und es läßt 
sich in diesem Falle die Lösung y^^ = co (x) 
für alle Werte von x durch eine Foiirier- 
sche Reihe darstellen: 


-2 -1 


Fig. : 


( 3 ) 


y^ 


'■ 1^0 4- cos 2k%x + ^b^ sin 2h7tx, 


1) Den Anfangswert x = a kann man durch die Substitution x = a + .s' 

stets nach 0 verlegen. 

2) Statt des Intervalles 0 bis 1 könnte auch das Intervall a bis a -f- 1 ge- 
nommen werden. 

3) Im folgenden werden wir unter einer „Partikularlosung“ aber auch oft 
irgend eine besondere Lösung im Gegensätze zur allgemeinen Lösung, die will- 
kürliche periodische Funktionen enthält, verstehen. 

4) Z. B. bei der periodischen Funktion (d{x)^x — [x], worin \x] die größte 
ganze in x enthaltene Zahl bedeutet; hier sind die Kurven der Fig. 2 Strecken 
von der Länge 1/2, die mit der positiven X-Achse einen Winkel von 45° ein- 
schließen. 


I 


Tr T 
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1 

aj^ = 2 cos 21vJttidu (Ä = 0, 2^ .. .), 

0 

1 

= 2j^ (p(u) sin 2lc7tudu (Jc=ly2y ., .) 

0 

*' betrachten nun die allgemeinste homogene lineare Differenzen- 

erster Ordnung 

y^+i Px Vx ? 

mtx 2^^ eine eindeutige Punktion von x ist. Aus dieser ergibt sich 

2/as-f2 JPa; + l2/a; + l Px-^-lPxVxJ 

Vx-^-Z Px + ^Vx-h^ Px-h^Px-h’iPx'yx) 


sit*rc»frseits : 


2 /a; 4 -Ä Pxi-h — lPx-{-k--2 * ’ ‘ Px + 1 Px^x j 

1 

ifx—i A)" Vxj 

1 

v/i3s — 2 A-) y X 7 


^ Px - ■ 


-iliKO wieder im Intervall == 0 (inklusive) bis x — 1 (exklusive) 
ich einer vorgeschriebenen Funktion (p{x), so ist durch die 
n*hu Ilgen (5) und (6) für alle positiven und negativen x bis auf 
sogleich näher zu betrachtende Werte von x eindeutig be- 

IlillltL 

\’"erscli windet y^ für x^a (was, wenn ^^_i=l=0 ist, nur ge- 
n*!i i*ri kann, wenn verschwindet), ist also ^^ = 0, so ist auch 


Va-^k "" 0 1; 2, 3, . . ,), 

clenn^ daß eine der Größen Paj Pa-^u • • •? + unendlich 

♦ ü wird; nnd es ist auch 


2/_, = 0 (7.= 1,2,3,...), 

(»i clerin^ daß eine der Größen Pa --^7 • • *? Pcc--k ebenfalls ver- 

uiiiclet. Wird ferner y^ für x unendlich groß: = oo, so 

ai.i4‘dl, 


Pb+k ^ (/v — 1 , 2, 3, . . .) , 
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es sei denn^ daß eine der Größen • • •; Pt+h-i verschwindet; 

lind es wird auch 

Vö~i = °o .(^ = 1; 2, 3, ...), 

es sei denn, daß eine der Größen i> 6 _ 3 , • • ■, Pt-k ebenfalls un- 
endlich groß wird. 

In den durch die Wendung ,,es sei denn^ daß^^ gekennzeichneten 
Ausnahmef allen können Unbestimmtheiten von der Form cx) • 0, ^ 
0‘Oo, — auftreten.. Ist aber unbeschränkt differenzierbar und 

besitzt auch die vorgeschriebene Funktion cp(x) im Intervall 0 bis 1 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung, so können diese Unbestimmt- 
heiten im allgemeinen (d. h. mit Ausnahme wesentlich singulärer 
Stellen) nach den bekannten Methoden der Differentialrechnung ge- 
hoben werden: ist nämlich die Nullstelle a = n a {n positive ganze 
Zahl, 0 ^ a < 1), so ist 


Va Vn + a Poc + n — lPa + n'-2 Pai-lPaVa Pcc-j-n--lPa + )i — 2’’‘Pa-{'lPa^(.^^^ 

und ist a = — n + so ist 

Va = 2/«-» = ^ — -z — — g)(«); 

■^cc —n ^a^n + l Jra — 2 — 1 


ähnlich für die Unendlichkeifcsstelle l. Es entsprechen also allen 
(positiyen und negativen) Werten von x bis auf diskrete wesentlich 
singuläre Punkte bestimmte (endliche oder unendliche) Werte von y^, 
die bei reellem p^ graphisch, durch eine Kurve dargestellt werden 
können; diese Kurve ist die Repi-äsentantin einer eindeutig bestimmten 
Partikularlösung der Gleichung (4). Ist insbesondere eine rationale 
FunUion von x und wählt man (p{x) als analytische Punktion, die im 
Intervall 0 bis 1 keine wesentlich singuläre Stelle besitzt, z. B. eben- 
falls als rationale Punktion, so ist die Punktion y.^ in allen Punkten 
bestimmt. 

Um auch hier Sprungstellen der Lösung y^, d. h. wesentliche Un- 
stetigkeiten^) derselben an der SteUe x=l (und daher i. a. auch an 
den mit 1 „kongruenten" Stellen . . . — 2, - 1, 0, 1, 2, 3, . . .) zu 

1) Dabei sind unter umoesentUehen Unstetigkeiten solche zu verstehen die 
auch bei rationalen Funktionen auftreten können, also Pole-, insbesondere die 

beiden Typen J/ = ± ^ für * = 0, wo sich -foo an oo bzw. - oo an 


OO anschheßt, und j/ = ^ für a:=o, wo sich + oo an — oo bzw. 

— oo an -j- oo anschließt. — Übrigens können auch diese Unstetigkeiten ver- 
mieden werden, indem man, falls p,, für a: = 0 von der w“”' Ordnung unendlich 

f(sc) 

groß wird: ^ 3 ,, = --^- (f(0) endlich und 4 = 0), q,{x) = wählt, worin x{x) 

der Bedingung xW = f(0)x{V) genügt, was nach obigem leicht zu erreichen ist. 
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Yermeiden, hat man die die ,, Anfangsbedingung^^ darstellende, im In- 
tervall 0 bis 1 (inH.) stetige Funktion (p(oo) so zu wählen, daß 
Ih = < 5 ^( 1 ); also, da Po'Ifo ist, daß g?(l) =i?o 9 ( 0 ) was stets 

leicht erreicht werden kann, falls nicht x == 0 wesenthch singuläre 
Stelle von ist: Ist PQ= ly so erreicht man g)(l) = gp(0) am besten, 
indem man (p{x) als periodische Funktion von x mit der Periode 1 
wählt; man kann aber auch z. B. g)(x) = a -f — 1) wählen. Ist 
dagegen Po4=l; so braucht man, falls q)(x) der angegebenen Be- 
dingung nicht genügen sollte, nur ijjlx) =^(p{x) + a zu nehmen^), worin a 
durch die Bedingung ^( 1 ) = d. h. ^( 1 ) + a == Po((p(p) + a) 

bestimmt wird: 

Po 1 

Ist ferner Pq = 0 oder oo, so muß man für (p(x) eine Funktion 
mit der NuUstelle bzw. dem Pol x ^ 1 wählen, falls nicht 99 ( 0 ) == c 3 o 
bzw. 0 ist, was sich ja leicht vermeiden läßt; sonst muß man erst 
den Wert von bestimmen und dann nach den eben an- 

gegebenen Regeln verfahren (für 2^0 = ^ vergleiche auch den Schluß 
von Änm. 1 ). 

Ist endlich x = 0 wesentlich singuläre Stelle oder Unbestimmt- 
heitsstelle für p,^ (z. B. für oder sin,™-^, so sind die Punkte 

1 , 2, 3, ... im allgemeinen wesentlich singuläre Stellen für die 
Lösung in denen wesentliche Unstetigkeiten oder Unbestimmt- 
heiten auftreten können; ist allgemeiner wesentlich singuläre 

Stelle von so sind die Punkte a ’j- h (Jz^ 1 , 2 , 3 , ...) wesentlich 

singuläre Stellen für und ist = a < 0 wesentlich singuläre Stelle 
A; so sind die Punkte a — h (7i; = 0 , 1 , 2, . . .) wesentlich singuläre 
Stellen für 2 /a;*^) 


1) Man kann auch ajj (x) = cp (a:) (x -f- c) wählen und a dementsprechend 
bestimmen. 


2) Anmerkung: Ist in der Differenzengleichung : 


( 4 ) 


Vx + 1 
Ux 


■Px 


Px ganze transzendente Funktion und besitzt diese Gleichung als Partikular- 
lösung eine ganze transzendente Punktion von x^ so kann man über die Null- 
stellen von p^ noch folgendes erschließen: es möge an den mit a „kongruenten“ 
Stellen a wo die ganze Zahl n von — 00 bis -f- 00 variiert, bzw. von 

der Ordnung p^ von der Ordnung verschwinden; dann ist 


Da p^ eine ganze Punktion sein soll, so ist (eine Nullstelle negativer 

Ordnung ist offenbar als Pol aufzufassen), also ^n + i^ d. h. wächst nicht 
mit abnehmendem n; und da nach vorhergehendem ebenfalls nicht negativ 
wird, so muß von einem gewissen, genügend kleinen n an konstant bleiben 
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Durch die rtudierffclicutku lirtffirhiitfiiif n oi* «/f# ^ 

durch ihre AufarnfsMimfiOifi Us fi-ff /*.*, ^.r, 

einämtifj hestimmieu Puriitidarh^mmi ^hr /lA I i.| 

7 ]^ eine sokliö Fartikularllmiiik^ nml *i «h»- df-r 

äeicliuiig (4\ ak(» 

SO ist 


worin co^ ciue ivUlMhiifbe jwru^disrjif / r:<fn liff I }j* 

deutet; die allgenieiiie liiii!«‘t dalnT 


V. 

dies rechtfertigt die lielieiiige ^Vitiil d»’r ,, Anfarik^Hi'iüiliiiHii“ i|<i", li» 
mn jeder IhirtikularlöHUiig diirrli .Miilfi|dik;,i!t«ni liui P|ll.•r ii iIlMlrli«*ii»"ii 
periodischen Fuiiktiori vm der ikri*iili‘ I dn’ lillgiiiir'inr' Lufiiiiij# 

liervorgeht, 

Besclirünkt iiia» di** \‘i*riiiiileiiii‘li»’' .r imf »lir'i**i:iit»**ii IVi-rte» liii* 
sicli von einer GröüfMi iiiü uaii/i* /.ahl s./iiir'r».iiv||r*iili*ii 

so kann man die allgemeim' lehmig il*»r G |ia*'litiii|^ i m 
Form darstelien* en ergiht Kiidi iiiiiiilä»'li ii.i. } : 

//f I /* li' ■' 

schließlich 

ie .iP . , ■ I- : 

bleibt willkilrlifh: - - ^ ‘ »i.iß 11 «i ; 1 ., 11 *' 

. iv , 

di(Millg(nnein<* Lösung dm* G'J..'j.*'irung -1' i fai',;. .a,;!. 

keine der Grö|i»m , i' ■■ nnti.f wad -.-i. i -l.- » h <> i,,-« 

oj ist, in Wfdehem Lalh- »L*' i; > L • m - x 

erlnält. Für u ü i'rgili! mrli 

.» 'II ' 11 , 

für alh* poshiveii g;in/zalilig»*i mm, -i- . m? * jä 

/ü? ^*bien !m^-.fiiiiin!*ii, ^ ^ N ri 

W(‘rt bcHitzeii. 


und ruKdi«*h u ,iV,. / 

us( iuiks ron n iut^rmzl, ■'■■■■- I,' Uilif h- 
dingung nrfülit iht, di»' .» / i 

PartikularlüHUiig iMviizt . 

voll f/". \ gl, II !♦ . 

1) Vgi. Marhfii\ I.; >* c. 
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B. Die STimmen. 

Läßt man der Variablen x ihre unbeschränkte Veränderlichkeit, 
so kann, man folgendermaßen verfalireni): Aus (4) erhält man durch 
Logarithmieren: 

log - log Vx = log A- 

Setzt man log log = q^, so wird diese Gileichung 

+ X — = <!• ll- 

und daraus ergibt sich 

worin 

= ö'o + ^ — • + 9.X-X 


oder event. auch ist, wenn diese unendliche Reihe 

r= 0 

konvergiert ^z. B. für == m > 1^, während co^ eine willkürliche 

periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet. Die U 

stellt mithin die zur Operation A inverse Operation dar, symbolisch: 
2Jq^~ und es soll in diesem Abschnitte das Hauptsächlichste 

über die Summen auseinandergesetzt werden. 

Zunächst geben wir eine Zusammenstellung der wichtigsten, leicht 
zu verifizierenden Summenformeln, mit Portlassung der willkürlichen 
additiven periodischen Funktion 


(a) ^*(*-1) ■ ■ • (x — (n — l)) = ^^^x(x—}) ■ ■ ■ (x-n), 
oder 



^0 = 1 

(n + i); = 

= 0: ^l=x. 


V 

1 

1 1 

\ ^ j 

^ x{x -f 1) 

• • • (a; + ^ — i) 

n — 1 x(x -(- 1) • • • + n — 2) 

(o) 

a - 


CO 0^ ^ ^ ^ 

(d) 

^ sin X = 

cos {x — 4-) 

2 sin 4' 


(e) 

cos X == 

sin (x — 4-) 

2 sin 4 





1) Lagrange^ 1.; Laeroix, 1., § 414; Book, 1. 

2) Wenn die Basis niclit ausdrücklich hinzugefügt wird, ist der log naturalis 
gemeint; man könnte aber oben auch den log zu einer beliebigen Basis a 
nehmen, was unter Umständen direkt geboten erscheint, z. B. dann, wenn 

== ist. 

3) Vgl. z. ß. IlarJco/f) 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 25 — 30. 
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(f) 

(g) 2“*“^ ®^+i = 

(li) 2 ^ %^x~ ^ (Formel der partiellen Summation). 

Die Summe einer ganzen rationalen Funktion Grades ist eine 
ganze rationale Funktion (n -[~ 1)^®^ Grades 5 der Beweis dafür ergibt 
sich leicht^ wenn man die vorgelegte ganze rationale Funktion 
^^ten ßrades f(x) durch die iVh^^fo^zsche Interpolationsform eP) darstellt: 

fix) = fiO) + xAfiO) + AY( 0 ) + • • • + 2 AY( 0 ) , 

und die Formeln (a) und (f) an wendet. 

Eine Vervollständigung der obigen Tabelle kann erst im Ab- 
schnitt 0 erfolgen. Dagegen wollen wir hier noch einen bemerkens- 
werten Ausdruck für fix) = 2 ](pix), d. h. also für die Lösung der 
Differenzengleichung /(a; -f- 1) — f(x) = g)ix)f worin <f(x) eine beliebige 
Funktion von x ist, angeben, und zwar in Form eines bestimmten 
Integrales, in welchem x als Parameter auftritt; derselbe ist zuerst 
von GruichoiTd (1.) aufgestellt und später in sehr eleganter AVeise von 
Weher ( 1 .), dem wir uns im folgenden anschließen, abgeleitet worden: 
Man markiere in der Ebene einer komplexen Variablen 0 den Punkt, 
der dem Werte von x (der übrigens auch komplex sein kann) ent- 
spricht, und die Punkte x±l, x±’2, x ±5, . . ., die aUe auf einer 
zur reellen Achse parallelen Geraden liegen, welche wir die Gerade X 
nennen wollen. Durch diese Linie X wird die .s-Ebene in zwei Halb- 
ebenen geteilt, welche die positive oder negative genannt werden soll, 
je nachdem sie die positiv oder die negativ unendlichen imaginären 
Werte von enthält. Nun kann man auf folgende Weise einen 
Integralausdruck für f(x) bilden: man nehme einen Punkt a auf der 
negativen, einen Punkt h auf der positiven Seite von X an und ver- 
binde diese beiden Punkte durch irgendeine Linie, welche die Gerade X 
in einem Punkte c schneidet, der zwischen « und a: — 1 liegt; dann ist 

(i) f(x)= 


1) Insbesondere ist das sogenannte BernouUisdie Polynom. 

2) Vgl. Selvivanoif^ 2., S. 6; Literatur bei Andoyer, 1. 

Z) Guichard (1.) betrachtet auch das ebenfalls der Differenzengleichnnn 
/(.«i-l; — /(«) = qi(x) genügende allgemeinere Integral 


fix) ^ 


■/(. 


(p{s) m{x) dz 




'^)a{z) ’ 


■N 


n. B. Die Summen. 
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Man erhält nämlicli daraus f{x + 1), wenn man denselben Integranden 
auf einem andern Wege integriert, der die Linie X in einem zwischen 
X und x+1 gelegenen Punkte c' schneidet; und für f(x+l) — f(x) 
erhält man dann ein Integral über einen geschlossenen Weg, der von 
den Polen des Integranden nur den einen, x, umschließt, das also 
nach dem C«(?%schen Satze den Wert (p{x) hat ^), vorausgesetzt, daß 
man sich auf ein Gebiet der ^-Ebene beschränkt, in dem (p(x) stetig 
ist. — Verändert man die Grenzen a und &, ohne sie die Linie X 
überschreiten zu lassen, so ändert sich f{x) nur um eine periodische 
Funktion von der Periode 1; denn da die Zusatzwege keinen Pol um- 
schließen, so ist nach dem CauchyBohm Satze das Zusatzintegral für 
f(x -Hl) — f{x) gleich Null. 

Das für f{x) gefundene Integral (i) läßt sich folgendermaßen 
zerlegen : 

f«- 

a a. c 


und f{x) ändert sich nur um eine additive Konstante, wenn in dem 
ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durch einen beliebigen 
anderen festen Wert ersetzt wird. Dann können wir aber in den 
beiden anderen Integralen a nach — ioo, h nach + ioo hin wachsen 
lassen, selbst dann noch, wenn (p( 0 ) mit unendlich wachsendem ^ wie 
irgendeine endliche Potenz von 0 unendlich groß wird. Wir erhalten 
dann, wenn wir in dem ersten Integral die untere Grenze, als ganz 
beliebig, weglassen: 




( 0 ) dz 




oder, wenn wir im zweiten und dritten Integral s — x = — it bzw. 
s — X = it substituieren: 


i (c — x) — i (c — x) 

Um /‘(iT-f 1) zu erhalten, haben wir den Punkt c durch c' zu ersetzen; 
wir können, nun c und c' gleichweit von x entfernt, d. h. c' — x = x — c 
annehmen; dann wird 


worin cd{x) eine periodische Funktion von der Periode 1 ist, und zeigt, daß, 
wenn cpix) eine ganze transzendente Funktion ist, co{x) so bestimmt werden 
kann, daß auch f{x) eine ganze transzendente Funktion wird; vgl. Hurwitz^ 1., 
der diesen Satz auf anderem Wege beweist, sowie Appell^ 2, und Barnes, 2, 

1) Um sich davon zu überzeugen, braucht man nur in dem Integranden 
die Substitutionen auszuführen. 
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C et 

f(x + l)= jtfiß) d,-i J 


und da 


(p{x — it)dt I , f* (p (oc it) dt ^ 
i(c — x) '/.{c — x) 


ist, SO ergibt sieb: 


+ f(x) == 2f{x) + q)(x) 


C c 00 

2f{x) = — q)(x)+ J‘(p( 0 )d 0 + J<p{s) ds + i 

i (c — x) 

00 

f <p(tc + i-e) — ^{x—it) 

J X — i^* 


27t t 


Hierin kann man aber, da ^ = 0 kein Pol des Integranden ist, c und 
folglich auch d mit x zusammenfallen lassen und erhält so: 


f{x) —~(p(x) J(p{x)dx ^ i 


t) — <p(x — it) 


Dies ist die von Plana (!•) Ähel ( 1 .) auf anderem Wege 
abgeleitete Formel, die , zahlreiche Anwendungen zuläßt. ^)' So ergibt 
z. B. die Taylor Entwicklung (falls ein solche möglich ist): 

il(p{x + it) -(p{x- it)'] = 2^ (- l)" ■ " 5 


setzt man also noch 


J 


-^n 2\ 

4:n ’ ^ 


so folgt aus der PZö^nu-A&eZschen Formel die JBwZersche Summenformel ^): 

(1) f(x) =^J <p(x)dx-Y9 (^) + 2 (- 1)"" ^ ■ 


« = 1,2, 3,... 


Diese Reihe ist allerdings im allgemeinen divergent; man muß 
sich daher bei ihrer Benutzung auf eine endliche Anzahl von Gliedern 
beschränken und den dabei begangenen Fehler für jede Funktion (p(^x) 
besonders ab schätzen. 


1) Die obige Ableitung rührt ebenfalls von Weber (1.) her; vgl. Kronecher (1.) 
und Lindelöf (1.). 

2) Die Größen sind die sogenannten BernoulU sehen Zahlen. 

3) Eulei\ Comna. Acad. Petrop. 6 (1732/3), Ausg. 1738, S. 68 — 97; 8 (1736), 
Ausg. 1741, S. 3 — 9, 9 — 22. C. Maclaurin, A treatise of fluxions (Edingburg 
1742), S. 672; vgl. Marlcoff, 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 36 — 40. 

4) Das Bestglied von Poisson (Paris. Mem. Bd. 6 (1826), 580), Jacohi (Journ. 
für Math. 12 (1834), 263 oder Werke, Bd. 6, 64) und MarJeoff, 1., S. 121; vgl. 
Seliwanoffj 2., Nr. 37 u. 38. 
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0, Die Garümafunktion. 

Nack diesem Exkurs über die Summen kehren wir zu der all- 
gemeinen Lösung der Gleichung 

(^) Vx + l ’-PxVx 

zurück; dieselbe lautet 

darin ist cd^ = eine willkürliche periodische Funktion von x mit 
der Periode 1 und 

IIp^ = PoPt ■ • -P^-f 0 

Die durch das Symbol Z ausgedrückte Operation soll künftighin 
,ß%mimation^‘, die Operation U dagegen in Anlehnung an einen in 
der Theorie der Differentialgleichungen gebräuchlichen Ausdruck 
,,Quadratiir^^ genannt werden. — Die Lösung ist aber nur eine 

formale^), da dieselbe zunächst nur für positive ganzzahlige eine 
Bedeutung hat und für beliebige x erst in wenigen Fällen funktionen- 
theoretisch untersucht worden ist; zu diesen Fällen gehören haupt- 
sächlich die, in denen gleich einer Konstanten oder gleich einer 
rationalen Funktion von x ist.^) Ist (Konstante), so wird 

Vx = 

Wir wenden uns nun dem Falle zu, daß eine rationale Funk- 
tion von X ist, und behandeln zunächst den einfachsten und wichtigsten 
Fall, auf den der allgemeine sich zurückführen läßt, nämlich p^=^ X'^ 
wir betrachten also die Differenzengleichung 

Um für die allgemeine Lösung derselben einen analytischen Ausdruck 
zu finden, machen wir folgende einfache Bemerkung: Ist 

1) Eine Lösung ist auch 

1 

2 /^=“^ 

rjPx+r 

r = 0 

falls das unendliche Produkt konvergiert. 

2) Es gibt auch für lineare Differenzengleichungen nter Ordnung formale 
Lösungen in Determinantenform, von denen die für Difterenzengleichungen erster 
Ordnung geltende Lösung Up^ ein Spezialfall ist {JBortolötti^ !.)■ 

3) Außerdem die Lösungen der Gleichungen 

in den (in B angegebenen) Fällen, wo bekannt ist. 
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eine Lösung der Gleictung 


+ 1 


-p^^^yx 
(2), 


y^^^ eine Lösung der GleicLung y^^^= py y^ ^ 
yf eine Lösung der Gleiciiung + 


SO ist 

eine Lösung der Gleichung 


(1) (2) (n) 


(1) (2) (n) 

was sich sofort durch Multiplikation der Gleichungen 

Px yx 7 yx+i Px yx 7 ’• ’} y^+i—Px yx 
ergibt. — Wir betrachten nun die Differenzen gleichung 

nx 


( 8 ) 


yx-^x 


X -^n 


yx 


worin n eine endliche positive ganze Zahl bedeutet. Da 


X X +1 X + ^^-1 


ist und die Gleichung 


x^o% x-{-lx-\-2 X n 
x-^Jc 

- yx 


2/.r + l x + 

offenbar die Lösung y^ = besitzt^ so ergibt sich aus unserer 

Bemerkung und den vorhergehenden Auseinandersetzungen als all- 
gemeine Lösung der Gleichung (8): 


oder auch 

( 9 ) 


{n — 1) ! 


F^{x) = (0^ 


x(x -|~ 1) • * ■ {x -h — 1) 


darin ist eine periodische Funktion von x mit der Periode . 1 . 
Lassen wir nun n unbegrenzt wachsen, so geht für lim n = oo die 
Gleichung (8) in (7) über, deren allgemeine Lösung daher lautet: 

( 10 ) 

worin 

(n — 1) ! 


F{x)'=aJ{x), 


( 11 ) 


r (x) = lim 


«=oo*(* + 1) •••(* + «— 1) 

ist. Dieses unendliche Produkt, welches auch in der Form 
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(‘+ 


r(x) = -i TT-J i+ir = JL nr 1: 

^ A r = 1 J- 


00 

r(*+i) = ]7 


i)' 


+ - 


»•=1 



gesdu-ieben werden kann, ist zuerst von in die Analysis ein- 

gefuhrt, spater aber von Gauß^) wiedergefunden und genauer unter- 
suclit worden. Gauß gebraucht den Ausdruck 


TT (x) = lim 


n\ n'^ 


(= r(a;+l)) 


, («-kl) (33 4- 2) 4- „)■ 

und beweist die Konvergenz dieses unendlichen Produktes für alle 
reellen Werte von a: die nicht negative ganze Zahlen sind. Die Be- 
zeichnung r(a3) und der daraus entspringende Name „GammafunUion“ 
rührt von Legendre^) her. - Aus (11) ergibt sich 

r(i) = i, 

und daher aus der Gleichung (7) für alle positiven ganzzahligen p-. 

r(i)) = (p-l)! (=l-2.3--.(p-l)). 

Peimer folgt aus (11), daß r{x) in 0 und den negativen ganzen Zahlen 
einfache Pole besitzt und das Residuum für x p; 

lim (x-{-p)r (x) = lim .tliZ (« —p) (w —p 4- i) ■ • . (w — p _ i—tf 

ist.'^) 

Wir geben noch eine zweite Lösung der Differenzengleichung (7) 
111 Bonn eines bestimmten Integrales, welche ebenfalls von IMer^) 
erruhrt, und benutzen zu diesem Zwecke die Methode von Laplace^): 
Wir setzen in Gleichung (7) 






mhalten'li?^''"^'' * ^ bestimmen sind; dann 

(12) 


f ^Y(0 dt — xj dt = (). 

a ^ 


1) JEuler , 1., S. 1; 2^., S. 834; S*). (2 Aufl ) Bd IV mp; r ß i 

Deutsche Ausgabe, S. 32 . ^ ' ’ • ? 105. Gauß, l., 

2) Euler, !., Q. 2. 3) Gauß, 1., D. A., S. 37—38. 

4 I^gendre,!., S. 476. 5) Vgl. Nielsen, 3., S. 13. 

;s Sir; ’i."--' ™ ”• “• >• 

W a 1 1 e 11 b e r g : Lineare Differenz engleicbungen. 2 
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Durch partielle Integration folgt aber 

b 

% 

also ergibt sich aus (12): 

r 

J +f(.t))dt - = 0 . 

a « 

Diese Gleichung wird erfüllt durch 

f(i)+m-o, p-Y(0] = o. 

a 

Aus der ersten dieser Grleicliuiigen folgt f(t) = ae-*, wo a von t un- 
abhängig ist, dagegen x enthalten kann; aus der zweiten Gleichung 
ergeben sich unter der Voraussetzung, daß x positiv ist, die Grenzen 

<1 = 0 und 1 = 00 . Die allgemeine Lösung von (7) lautet also: 

00 

Vx = dt, («>0), 

0 

wo ( 0 „ nach früherem eine willkürliche periodische Punktion von x 
mit der Periode 1 ist. Die beiden Partikularlösungen der Diffe- 
renzengleichuug (7): 

r(x) (Gl. (11)) und J{x)= j e-H^-'^dt 

0 

(das sogenannte zweite Mlersche Integral) können eich nach dem 
Vorhergehenden nur durch eine Funktion <»^ unterscheiden, die der 
edingung = a,. genügt; wir wollen zeigen, daß tu = 1 d h 
für positive a: genau ' 

(13) ^(x) = j e-H^-^dt 

ist.i) 0 


xf Y(0 dt = \t^f(t)] 


Ann 31 anderen Beweis gab Pringsheim (Math 

von r(K): ® Puler Bche Integraldarstellung- 

r(x)=.J (logij dz («>0). 

Setzt naan ferner in (13) t = so ergibt sich die Integraldarstellung: 

+ 00 

r(x)=J‘e-‘^e^^dz, 

zeichnet; v^. Definition der Grammafunktion be- 
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Für beliebige positive t und p besteht die Ungleichung 

i 

t 


woraus folgt: 


eP>l + 






i'+ir 


Da ferner für positive t und reelle a; die Potenz e(*-i)iog« 

man den redlen „Hauptwert" des Logarithmus nimmt, immer positir 
bleibt, so ist ^ 


/ (‘+v) 

oder, wenn man die Substitution 1 + 1 = 1 anwendet, 

1 

0 < J(x)<p^j uP-^-\l—uy-^du.^) 

0 

Nimmt man nun die beliebige positive Größe p = n + x, wo eine 

LIegrSormS)? bekannten 

1 


also 


(+-iy- 

J a:(a; + l)...(a;J 


x(x + i) -T: (^‘ Dj. ^ (a; > 0) ; 

0 < j(x) <(n+ xy _ 

^ x(x+l)-..(x + n — l)' 

Andererseits ist, da der Integrand in J(x) positiv bleibt, 

n 

J(x) > J 

Nun ist aber für tCn-, 


und daher 


>1 


n 




(‘-Z 


n 


Bd Integral“ (Euler, 21*., Bd. I 213-247- 

rZf f’ r! rühren von Legendre (1.) her ’ 

AnalysL ril’’( 188 ^:Bd.T 41 ^^^^^ " der höheren 
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durch die Substitution 1 — wird daraus: 

1 

Jix) > n^ j m ”(1 —uy-'^du, 
0 

d. h. nach der obigen Integralformel: 


Es ist also 
J(x) 


(‘+ 9 * 


< 


x{x-^l)...(x-{-n—l) 


Durch den Übergang zur Grenze für unendlich wachsende n evmU 
Sich aus diesen TJugleichuugeii ^ 

r(x) = j(x). 

Die allgemeine Lösung der DifiPerenzengleichung (7) lautet also: 

worin » eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet 
und nunmehr entweder durch den Ausdruck (11) oder (13) be- 

stimmt ist; der erstere hat den Vorzug, für alle von 0 und negativen 
ganzen Zahlen verschiedenen a: Geltung zu besitzen, während der zweite 
nur für positive Werte von x gilt.^) 

Bestimmt man eine Partikularlösung der Gleichung (7) in der 
unter A angegebenen Weise dadurch, daß im Intervall 0 ^ a: < 1 
gleich einer vorgeschriebenen Funktion y,{x) sein soll, so kmin die 
periodische Funktion o{x) bei geeigneter Wahl von fp(x) in ihrem 
ganzen Verkufe durch eine Fouriersdke Eeihe ausgedrückt werden- 
es ist nämlich für 0 ^ ir < 1 : ’ 

a){x) r {x) = (p(x), d. h. aix) = . 

_ ^ ^ V{x) 


1) Ist w eine endliche, nicht negative ganze Zahl, so gilt für -n-l<::x<'—n 
die Formel von OaucJiy (Exercioea de Math. H, 92 (1827); vgl. Nielsen^., föS): 


r{x) 


‘■dt, ^ tip 


T? . . ^ r = 0 

^rner existiert folgende, nach 8(Mäfli (Math. Ann. 3 (1871), 148) zuerst von 
We^erstraß gefundene allgemein gültige Integraldarstellung: 


{x) <iTti J 


r(a:) 

Integrationsweg, welcher von - oo ausgehend sich 
lünfi ^ v Zahlen hinzieht, den Anfano-spunkt recht- 

“»» - »'—Sw 
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Wählt man nun 93 ( 0 ) endlich und unseren früheren Auseinander- 
setzungen gemäß 

9 ( 1 ) = \pO(p(x)\^f^ = 0 , z. B. (p{x) = (x~l) 

wo T/»(0) und ^(1) endlich ist, so wird, da r(0) = 00 , rfl) = 1 war 
- ^ ~ ^ (vgl Fig. 1, S. 6 ), und es ist daher a}(x) für 

alle Werte von x durch die AhMnersche Reihe ( 3 ) bestimmt, worin 
^ 1 

^ ^^Tcudti,, = 2 sin 27c atu du 

ist; hierbei wird der Verlauf der Gammafunktion im Intervall 0 bis 1 
als bekannt vorausgesetzt. 

Man kann sich die Frage vorlegen: Für welche Partikular- 
losungen wird die periodische Funktion a)(x) eine wirkliche Kon- 
stante, z. B. gleich 1? Für diese Lösung ist die vorgeschriebene 
hunktion ^(x) selber gleich r(x), so daß bereits bei der Festsetzuno^ 
dei Anfangsbedingung der Verlauf der Gammafunttion im Intervall 
0 bis 1 als bekannt vorausgesetzt werden muß. Um nun diese 

Lösungen auch ohne Kenntnis dieses Verlaufes charakterisieren zu 
können, wollen wir noch eine zweite Art auseinandersetzen, eine 
solche Partikularlösung der Gleichung (7) festzulegen; dadurch wird 
gleichzeitig für diesen besonderen Pall eine (wie wir sehen werden^) 
praktisch anwendbare) Methode gewonnen, durch eine „Anfangs- 
bedmgung^, die hier in Form einer Grenzbedingung auftritt, die will- 
kürliche periodische Punktion a(x) zu bestimmen. Wir suchen näm- 
lich diejenige Partikularlösung der Gleichung ( 7 ), für welche die 
Grenzbedingung 

(14) lim - -“ 5 +« = 1 

n = oo (n— 1)1 

für alle Werte von x im Intervall 0 bis 1 erfüllt ist. Nun ist aber 2 ) 




^x + n 


also 

{n 

— ry.rf 

(m — 1) ! M* 


lim — 

'^x -f n 


d. h. 

71=00 {fl 

— l)ln^ ~ 

tv^ J.1II1 — 

71 = 00 (n — l)ln^ 


u , 

lim --- - = 

71 = 00 (n — 1)1 fi^ 



Für die Partikularlösung die der Grenzbedingung (14) genügt ist 
also - zu nächst für 0^a:<l, aber, da a,(x) eine periodische 

1 ) Vgl. ä. Kap., III, zweite Anwendung. 2 ) Vgl. Nielsen, 3., S. 12. 
ä) Nimmt man allgemeiner a statt 1, so ergibt sich = ar(x). 
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Funktion von der Periode 1 ist, tdr tdl^' j dit» w HlkürÜelie {M^riu-* 

disclie Funktion ö3(.^’j — 1? d. b. fkn hj uiid^ u ir «laB^ in 

der Tat diese ÖTenz'bedingiuig iinntande ist, iln*^ l*k‘s!leguiig d«*s \k*r» 
laufes von im Intervall P bis 1 zu erst,*tzt,*iL-| 

Wir erwribneii noch eine dritte hüsung-uiiethtMb* der I HllVreii/.eii- 
«■leichiing (7)'0* Vx ditlerenzierliMre lidsiuea dersidbeii, sh 

d log //„ ,, . . 

genügt der Difkua^ii/anigbufliiiiig 




^ , (ibnnale Lösunix: r 

X ' \ 



und diese Gleicliung wird i:>tlenbar ladViedint dureb 



ac 



K 0 


Für = — worin 

6 ' = lim (l + -f ■ • ■ ■ i I i'>« «) 

M=:;00 ' " ' 


die sogenannte ./sb/erselie Kon>tMnt**bj bin!i'’iiiet , »i’mbi sieii 
besondere 


(15) V(x) 



I 0 


ins-» 


Mittels der Funktiiui ¥(.r| und ihrer Abbit iiüuvii Lum die Ibbelle 

der unter 11 augegebeufoi Huififiuitinieii «•rw»*ifefi w»rdee: is l-u aitnilteit 

(m) : 


und allgenHun lur positive ganz/utili;^»' l 



^ ' e'. 

Durcl] die'Fonneln uul und ’ii eu maii in m»*ii MiiimI 
die Hitninuilion rhixr h(‘Jh'hhjf)t uolt» !- P:irfi:i! 


(■" 


1 ) HV'/m'/m/k I., S. :iU; iiüpH^ür' lierief - O’.; h.. I, ;1 ' «V 

2) Ein(‘ (iritie Art der eiudeuf e.i.ei l‘, ' s ii 

„Anf;uigHl.)edii,igungerr‘, tiie aber k*»ui|dexe We;** *im.s ,r .e ia*'-,, |/ , * ; mj* ’ 

Bich bei BcJiv('fe)% 1., und A/e/i/e, Ih 

a) Nidsen, tb, § 1*^.1; vgl. i(K Kap.. I. I. 

4j Kukr, S. 1-M :;!75:m \i. i:reiinie!,it. Aeafl. Vr* \ ii, IbV TMo : 

weitere Ijitcratur Hiebe l>»..d Meist a. Jb, s 2. 


IL C. Die Grammafunktion. 


23 


brueDzerlegung ■und gliedweiser Summation auszuführen. Besonders 
einfacli gestaltet sich die Summation von 

m 

{x — d){pc — a — 1) * • • {x — a — p) ’ 

worin f{x) eine ganze rationale Funktion Grades ist^); man braucht 
nur f{x) nach der bereits erwähnten Newton^ohe-n Interpolationsformel 
zu entwickeln: 


fix) = /■(«) + Lfia) + AY(a) + • • • 


, {x—a){x—a—l)---{x — a — {n—V)) 


dann jedes Glied einzeln durch den Nenner {x~a){x~a — 1) • • • {x—a—p) 
zu dividieren und mittels der Formeln (a) (falls n^p), (V), (f) und 
(m) zu summieren. — Die Funktionen ¥(:r) und '^\x) spielen eine 
gewisse Rolle in der mathematischen Physik; es sind daher Tafeln 
für diese Funktionen berechnet worden.^) 

Der Ausdruck ( 15 ) für ¥(^1?) führt nun in Verbindung mit der 
Anfangsbedingung r(l) = 1 auf die neue Produktdarstellung 


r(^+i) 




dieselbe wurde zuerst von ScJilömüch^) und kurz nachher von Newman^^) 
gefunden; aber erst Weierstraß^) hat ihre funktionentheoretische Be- 
deutung klar erkannt und sie zum Ausgangspunkte für seine Zerlegung 
ganzer transzendenter Funktionen in Primfunktionen gemacht. 

Da die Gammafunktion für die Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen von fundamentaler Bedeutung ist, so sollen hier noch 
kurz ihre wichtigsten Eigenschaften zusaminengestellt werden'^): Die 
Funktion f hat, wie wir bereits sahen, in 0 und den negativen ganzen 
Zahlen einfache Pole, ist aber sonst in der ganzen Ebene eine end- 
liche, eindeutige analytische Funktion der komplexen Variablen .0, 
welche wie die Exponentialfunktion nirgends verschwindet und den 

wesentlich singulären Punkt 0 = 00 besitzt, so daß eine ganze 


1) W, 2) Ygl. Markoff, I.5 W. 

3) Für 1) von Gauß, I.5 D. A., S. 52—54 (der übrigens diese Funktion 

mit ¥(0?) bezeichnet) und Knar, Grunert Archiv, 43, 168 (1865); für V'(a3+ 1) 
und dessen reziproken Wert von JEwidß^ Elektrotechnik u. Maschinenbau, 24, 996 
(Wien 1906), der auch Kurven aller dieser Funktionen gezeichnet hat („Funk- 
tionentafeln mit Formeln und Kurven“ YonJahnlce und Emde, Leipzig 1909, S. 30). 

4) Schlömilcli, 2. 5) Cambridge and Dublin math. Journ. 8, 57—60 (1848). 

6) Weierstraß, 2., S. 15. 

7) Nielsen, 8.; Pascal, Repertorium der höheren Mathematik, D. A., I (x^na- 
lysis), Kap. XVIII, § 54. 
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transzendente Funktion mit einfachen Nullstellen in 0 und den negativen 
ganzen Zahlen ist. — Die Funktion f (^) läßt sich in die Summe 
zweier anderen Funktionen zerlegen: 

r(^) = P(^) + 

worin 

1 w 

0 1 

ist; Q(/) ist eine ganze transzendente Funktion, während P(ß) 
einfache Pole besitzt. Für Q(ß) besteht die Entwickelung 


worin 


Q(s) = Co + ^1^ + + • • 'J 



Qm _ 1 

JVn”' 



ist; für P{^) gilt der Ausdruck 

•P(^) = T “ 1 ! (2 + 1) + 2!{2! + 2)‘ ’ 

welcher die einfachen Pole von r(4() klar erkennen läßt.^) 

Sehr nützlich für die Berechnung der Gammafunktion ist die 
leicht zu beweisende jEMÜersche Formel 


r(*)r(i-a3) = -^')(für ^ = 4: r(|) = i/5t) 

sowie das berühmte Gauß sojhe Multiplikationstheorem 

JT'' (* +1) ^ r(wa;),*) 

k = 0 

von dem wir im 2, Kap., III aus der Theorie der Differenzenglei- 
chungen heraus einen neuen Beweis geben. Legendre^) und Soppe'") 
haben gezeigt^ wie man mittels dieser Formeln in Verbindung mit der 
Grleichung r(ir + 1) = xV{x) die Intervalle^ für welche man die Gamma- 
funktion nur zu berechnen braucht^ um ihren Gesamtverlauf zu er- 
halten^ beträchtlich einschränken kann; Landau^) hat sogar bewiesen, 
daß die Gesamtlänge dieser Intervalle, deren Anzahl endlich ist, beliebig 
klein gemacht werden kann. — Numerische Tafeln für logr(ir+l) 


1) Vgl. 10. Kap., I, B, 5., aucli wegen der Literaturangab en. 

2) JEJulei\ IV, 105 (1794); Novi Comment. Acad. Petrop. 10 , 136 ([1771] 

1772). 

3) Gauß., 1 ., Art. 26; für ^ = 2 Legendre, 1 ., S. 485. 

4) Legendre^ 3., II, Art. 118. 

5) Hoppe^ Journ. für Math. 40 , 152 — 154 (1850). 6) Landau, 1. 



11. C. Die Ganiiiiafunktion. 


25 


-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 






rüliren lier von Legendre^') und Qauß^), für log von JSessel% 

der aucb. die erste graphische Darstellung der Gammafunktion ge- 
liefert hat^); die in ,Fig. 3 wiedergegehene Darstellung ist dem bereits 
zitierten Buche von JaJmke und Emde ent- 
nommen in welchem man auch vierstellige 
Tafeln für r(x + l), log r(ir-t-l) und V(a;+1) 
sowie dreistellige Tafeln für ¥(ir-]-l) und 
1 : y (a; -f 1) findet.®) 

Holder '^) hat, eine Bemerkung von 
Weierstraß ausführend, bewiesen, daß die 
Gammafunktion keiner algebraischen Diffe- 
rentialgleichung genügen kann, und Barnes^) 
hat diesen Beweis auf die Lösungen linearer 
Differenzengleichungen erster Ordnung aus- .5 
gedehnt, deren Koeffizienten rationale Funk- ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

• 1 T\ 1 1 ' j. ' j. TOT I’ig* 3. Die GrammafTinktion. 

tionen sind. Dadurch ^st gemgt, daß die 

linearen Differemengleichungen wesentlich neue transzendente Funktionen 
definieren. 

Wir sind nunmehr imstande, mittels der Gammafunktion die all- 
gemeine Lösung der Differenzengleichung 

y^c+i = 

worin Bix) eine rationale Funktion von x ist, anzugeben: es sei 

(x — a.)(x — a «) . . . (x- 
= ■ 

worin auch mehrere oder einander gleich sein können-, dann ist 
nach einer früheren Bemerkung^): 

V{x— af) V{x — a^)...V{x — af) 

Vx — r(a: — &i)r(a;— &,) . . . r(a3 — &,) 

Auch hier kann die eindeutige Festlegung einer Partikularlösung ent- 




■\)... (a: — &,) ’ 


1) Legendre, 1., S. 508—509 (von x = 0 bis 0,5 mit dem Intervall 0,005 auf 
7 Dezimalstellen); 2., I (1811), 302-306 u. II (1817), 83—95; 3., II (1826), 490 
bis 499 (von a; = 0 bis 1 m. d. Interv. 0,001 auf 7 bzw. 12 Stellen). 

2) Gauß, 1 ., D. A., S. 52—54 (für ^(flj+l) log r(a;4-l) von a:=0 bis 1 
m. d. Interv. 0,01 auf 20 Dezimalen). 

3) Abhandlungen II (1812), 342—352 (von x=l bis 2,05 m. d. Interv. 0,01 
auf 10 Stellen). 

4) 1. c. S. 351; weniger ausführlich Schenkel, Diss. Bern 1894. 

5) 1. c. S. 29. 

6) 1. c. S. 30 für log r(a!+ 1) u. ¥(»+!) von a; = 0 bis 1 m. d. Interv. 
0,01; S. 31 für ^(a; 4-1) von a: = 0 bis 10 (Intervall 1) sowie für r(a:41), 
Y{x 41 ) u. 1 : ¥'(« -f- 1) von « = 0 bis 1 mit dem Intervall 0,05. 

7) Holder, 1.; vgl. Nielsen, 3., Kap. VIII. 

8) Barnes, 1. 9) S. 16. 10) Mellin, 1. 
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weder durch Vorschreiben des Verlaufes dersell)eii Im intervuJl 0 
inklusive bis 1 exklusive (vgl. Abselui. A ) oder dtircli eine (irenz- 
bedingung von der Form (14) bewirkt werden.*) 

Wegen der mannigfachen Reihenentwiekelimgen für die lVinlda^)rieii 
T{x), log r(a;) und ¥(^) sowie für die Produkte von öainmafiuikti()neii 
vergleiche man das 10. Kap., 1, A u. B. 


D. Homogene lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung, 
deren Koeffizienten rationale Funktionen sind.”) 

Nach diesen Vorbereitungen betracditmi wir nun die homogene 
lineare Differenzengleichung Ordnung 


( 16 ) 




worin F'f\ 'F^^\ •• ■, mfkmiila Fnnktioucii vmi .r .siiiii, di« ohne 

Beschränkung der Allgemeinlieit als raiidual« Fiuikiioncn voruus- 

gesetzt werden können. Auch hier deHnien'ii wir ähnlicii wie in A 
eine Partikularlösrnig der (fleichung l lt)i tdlgeiiilcnnaüeii: „Fs still 
im Intervall 0 inldusivn bis n itxliiis/rr y^ . tp.n si/ii, tm tfi.n rinr 
ivilllmiich voryesciiriehene (‘inilnitiyr Fhi/IcHhh rtiii .r hrili-iitrl.“’ Wir 
behaupten, daß dann y^ hei geeigneter Wahl der „Anftuiysfimlctiiitr 
q](x) für alle endlichen Werte von .r ciinh-ulig hestiiuint i.st. 

Um y,, zunächst für /M.svV/tY,; a: zu untersuchen, inaelien wir, um die 
linke Seite der Gleichung (IG) miu zii hel'reien, falls 


ist^ die Substitution 

(10 tu. 


Uj ! (.r 


aj 


! e/‘ 




r{x~ 


n 1 i ri.r 


It 

ff., H 


dann resultiert nach Multiplikation der biidmi Siifmi vmi Km not 
%) ♦ r ix - (tp für /g (*iiie Kleieliniig von dm K<*rni 


, Oi 

0 P, 


^ ■ /K 


worin 

j X 


•7 ynnse ratioiiah* Findvtionen von ,/ .sind. 

Um nun für die zur Lö.snng ?/, gehörige „Anfaim-sfunktion" t/ijt 
eine geeignete Wahl zu trelfen, gehen wir von dm- Gleichung .!>) 
aus und wählen die zu der entsprechenden Lösung n uehiiriue An 


1) MeUin, 1. 

2) [Valtnihfry, (!.; v<;l. Lwniix, 1., S lls t‘j(i; .)/„)■/.,,// i. 
Variable I’mchfrle fii. Amiildij, !)., Kiiii. 

3) Ber Koeffizient von .x’’ darf .tfleicii 1 voransL'c.odzt wi-rid-n 
— ev. komplexen — Üniüen ff,- können einander Ldeieli -.-in. 


für Ivtsniph'Lx»* 
litfüirur»* d»*r 
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fangsfunktion ^(a;) im Intervall 0 bis n (inklusive) eindeutig, endlich 
xind stetig; dann ist auch die nach ( 17 ) mit durch die Gleichung 

r 

(p(x) = ip{x) : 2 Y r(x — W + 1) 

k = l 

verbundene Funktion (p(x) in dem angegebenen Intervall eindeutig, 
endlich und stetig, da die eindeutige analytische Punktion 1 : r(^) für 
keinen endlichen Wert von s unendlich groß wird. — Aus ( 18 ) ergibt 
sich nun für jeden nicht negativen Wert von x ein bestimmter end- 
licher Wert von u^: Es ist nämlich = f(x) für 0 ^ a; < n, während 
man für jeden Wert von x, der > n ist, d. h. für x = m + a 
[ni > n die größte in x enthaltene ganze Zahl, 0 < « < 1) den zu- 
gehörigen Wert von sukzessive aus den Gleichungen 

“) % + }i + a + i + + ■ • • = 0 

(k = 0 , 1 , 2 , . . .) 

.inear durch = ^(a), = V'(« + 1), • • + = ^i-(a + w - 1) 

Ausdrücken kann; da die ganze rationale Funktionen von x sind 

ind iji^x) im Intervall 0 bis n endlich ist, so sind auch alle diese 
Werte von endlich (einige ev. gleich Null). 

Um die einzig möglichen ünstetigkeiten von bei x = n (und 

laher auch in den „kongruenten“ Punkten x = 2 n, 3k, . . .) zu ver- 
neiden, muß man es so einzurichten suchen, daß u^= ^(n) wird, 
ilsO.5 

Po'^’‘\ 

== — — 1) -f iV^)^i;(K-2) -i hf>o^’*^^(0)] 

S 

^{n) = - - 1) 4- p^^mn-2) -f • ■ • -f i)oW^(O)] 

vählen, was stets leicht zu erreichen ist: man hat nur, falls i^(x') 
iiese Beding'ung nicht schon erfüllen sollte, statt ijj(x) die Anfangs- 
unktion f(_x) = ip(x) — a zu nehmen, worin 

a = 1) H 

st; wenn 

1 + + • • - + p,(^'^) = 0 

3t, wählt man am besten als periodische Funktion mit der 

'eriode 1 oder == a + — 1) . . . (x — n), 

Vermöge der Beziehung (17) ist nunmehr auch die der Funk- 
Lon u^. entsprechende Partikularlösung der Gleichung (16) für alle 
ositiven Werte von x (inklusive 0) eindeutig, endlich und stetig. 


1) Vgi. auch Kap,, II, A. 


28 1- Begriff der linearen DiHVnvn/.eiigleieiuiiig iiiei 

Um den Verlauf von aueh für Hj-tjalirr WVrti* v»hi j- /.ii üutpr 
suchen, machen wii% um die (ileidiung l: IBi u»ii /\i.rs /.ii btdVfdi'ig 
falls (nach Division der Gleichung durch tdiicu kuiistaiiifUi fakror^ 


- nu 


h.\ 


ist, die Substitution 
(19) 


i 1 


?/,r 


lln. 


h,\ > r : 


dann geht die Gleichung (16) nach I Hvisiou durch I\ 
über in 


II 


.r > I 


(20) , +C"r . , i- , 

worin die g*“’ ganze rationale Funktionen von x Nind. 

Im Intervall 0 bis n (inkluKivei ' < ist die diT l.ÖHiinir n 'on . Itit 
bzw. der Lösung von il>^) eiitspreelnnnie Idisnng i\ von 
gleich x{x), wo nach (19) und tITi 

<piX) 1 / .r 




y/f'*- 


//r.c 

k 1 


//' 


ist, so daß auch i{x] in dem angcgchcucn lutcrvul! miidnit ig, endlich 
und stetig ist. 

Nun Ij'ißt sich wieder fdr jc»iiLn ucgiifcvi^ii \iif! j 

))l iiosilivi* gjur/e Zahl, H' (■' ■ I | aH> 

Gleichungen 




k '’/Hor-A- + '/ 


• !~k ni i, I . ' : , ' I» 

(/.■ 1 , 2 , ;i, .,,1 

linear durch t’,, c,,., pu I , ^ , j , 

aiisdrücken, und da ^(.r.) im lidervall (l bis w « njdeiiii.., ..ndl . i, ,ii,i 
stetig ist, so entsjiriciit jedem ( negativen i W.-rt vun r ,.m ;'k 

Wert von (der eventuell Xuil sein kann .; dlMove bi n.aii 

soiort, daß iür neg.ative ,/• nirgemls, auch inebi ni den 
- 0 , ~n. ^ 2 «, ..., nnsii'tig wird. l'agegen kann boT „ i.’ .i.m 


Punkten ^ a; .= /j^ _ a | (/. | ^ , 1 _ _ . , 

werden, ja auch nnbestimnd. von der Form x lo «.ildt m;;:: d-di 
</.'(-e) mul daher anc;h ;);fV» als analytise!». FunkLon vm , , .id' .m 

1) Da wir fOi) x.,: gemacht hatten. 

6 ,^ _ wVr b''tra'-h( .a..i nur .u. I' ; ,(.• 
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Interyall 0 bis n keinen wesentlich singulären Punkt besitzt, so kann 
diese Unbestimmtheit stets gehoben werden. Dieser Übelstand kann 
S/ber auch dadurch vermieden werden, daß man von vornherein nicht 
die Lösung sondern die. Funktion 

s 

h-l 

betrachtet, welche ebenfalls eine Lösung der Gleichung (16) darstellt, 
da der Faktor von eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 
ist (natürlich multiplizieren sich, auch die Änfangsfunktionen (p{x) 
bzw. ip{x) und 2 (x) mit diesem Faktor). Da die Funktion 

s 

JJ sin 2jt r 

k=l 

für alle endlichen Werte von x endlich bleibt, so haben wir in 
eine JPartilcularlösung der vorgelegten Gleichung (16) gewonnen, tvelche 
für alle endlichen Werte von x eindeutig, endlich und stetig ist. 

Wir haben gefunden, daß für eine homogene lineare Differenzen- 
gleichung, deren Koffizienten rationale Funktionen sind, stets Partikular- 
lösungen existieren, die durch ihre Anfangsfunktion vollständig in 
eindeutiger Weise bestimmt sind, insofeim — unter Voraussetzung 
der Kenntnis der Funktionen f (^) und sin ^ — zu jedem (reellen) 
endlichen Wert von x der zugehörige Wert von durch eine endliche 
Anzahl elementarer Rechenoperationen eindeutig bestimmt werden kann; 
und zwar ergibt sich aus unseren Betrachtungen, daß man durch ge- 
eignete Wahl der Anfangsfunktion stets Partikularlösungen erhält, 
die für alle endlichen (reellen) Werte von x eindeutig, endlich und 
stetig sind. Damit ist die Existenzfrage als erledigt anzusehen. ^) — 
Eine ganz andere Frage ist die Darstellung der Lösungen einer linearen 
Dififerenzengleichung durch analytische Ausdrücke. Dieses Problem wird, 
soweit es bis jetzt gelöst ist, im zweiten Teile mit Berücksichtigung 
der neuesten, bis in das Jahr 1910 reichenden Arbeiten eine ausführ- 
liche Behandlung finden. 

Zum Schluß noch ein Wort über die Berechtigung, die Wahl 
der Anfangsfunktion <p(x) für eine Partikularlösung ohne Beeinträch- 
tigung der Allgemeinheit in der Weise zu beschränken, wie wir es 
oben getan haben; diese Berechtigung erhellt aus der folgenden Be- 
merkung: wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, läßt sich die 

1) Zunäcbst für den Fall, daß die unabhängige Veränderliche x reell ist; 
die Betrachtung kann aber auf JcoMplexe Variable 0 ~ x yi ausgedehnt werden, 
indem man die Werte der Anfangsfunktion überall in dem durch 0 ^ a;<;i be- 
stimmten Parallelstreifen der Ebene vorschreibt (vgl. Fincherle (u. Amdldi) 9. 
Kap. X). ’ 
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allgemeine Lösung der Grleichung (16) durch % hdi^ige (linear un- 
abhängige) Partikulaiiösmigen yf, y^^\ y^f in folgender Form 
darst eilen: 


V:. = 2/ ® 2/f + • • • + = 


worin die (üf willkürliche periodische Funktionen Yon x mit der 
Periode 1 sind. Aus unseren Auseinandersetzungen geht noch hervor^ 
daß die etwaigen Pole einer Lösung in die periodischen Punk- 
tionen verlegt werden können. 

Beispiel^)', 

1 


es soll diejenige Partikularlösung y^ bestimmt werden^ die im Inter- 
YaU. 0 (inklusive) bis 1 (exklusive) gleich x ist. Es wird 


im Intervall 

j; yy 


Obisl: y^=^x, = 

1 bis 2 : y„=l, 

2 bis 3 : y^ = 

3 bis 4: 


„ „ Ä bis Ä + 1 : . 2 /, = (?c=2,3,...). 

Ferner wird 

im Intervall 0 bis 1 : = x{x+ 1)^ 

„ „ -Ibis— 2: y^=^ x(x + l)(x + 2), 

„ „ — (7c- 1) bis -7c: = a:(a: + 1) • ■ ■(cr+7c), (7c=l,2,3,,..). 

Setzt man 

y^{x) = x(x+l)---(x + 7c), (7c = 0, 1, 2, ...) und 

SO ist 

daher sind in den Punkten 0, —1, —2, ... auch die Tangenten- 
richtungen stetig. Figur 4. gibt ein Bild der so entstehenden Kurve; 
die also eine bestimmte Partikularlösung der obigen Differenzen- 
gleichung darstelLt. 

Hier ist übrigenSj wenn man die Kenntnis der Gammafunktion 
voraussetzt; auch eine analytische Darstellung der oben bestimmten 


1) Wallenberg, 6., Nr. 2. 



31 


11. Existenz einer Partikularlösnng. Beispiel. 

Partikularlösung durcli eine Fourier^ckB Eeilie möglicli: Die allge- 
meine Lösung unserer Differenzengleichung lautet nämlich 

r{x) ’ 

die willkürliche periodische Funktion <d(oc) mit der Periode 1 wird 



für alle x bestimmt durch die Bedingung = x für 0 ^ < 1 : 

(d(x) = xV (x) = r(x-\- 1) für 0 ^ r?; < 1 

also 


a)(^x) 


^ 0 + ^ cos 21i7cx + 5^ sin 2h%Xj 


worin 


2 



1 


Ä = 1 
2 

2 J r(u) sin 2k7tu du 

1 


ist. — Ähnlich zu behandeln ist die Gleichung ysc+i = 
Anfangsbedingung x — 1 für 0 ^ ir < 1. 


1) Da einerseits g)(1) = cö(0) — f (1) = 1, andererseits auch ' r(2) — 1 ist 
(vgl. Fig. 3), so findet bei x^l Zceme Unterbrechung der Stetigkeit statt, sodaß 
Gi{x) wirklich für alle x durch die Fourier Eeihe dargestellt wird. 


Zweites Kapitel 

Formale Tlieorieii. 1. T(‘iL 

I. Allgemeine Sätze über I)itt‘erenzeiHleterminaiif«‘n. 

Bevor wir in die formale Theorie der liiifareii I)iiii‘r<'n/,i‘h- 
gleichungen selber eintreten, d. h. iu die Anulogien mit den ulge- 
braischen Gleichungen und die entsprechenden widtgelienden Analosrieii 
mit den linearen Differentialgleichungen, stellen wir einige Sätze über 
Differenzendeterminanten auf, die auch unaldiängig vnn ihn- 'riienrie 
der linearen Difterenzengleichungcm Geltung haben. 

ln der Theorie der linearen Differenlialgleiehiuigen spielt eine 
große liolle die sog'enannte Hbw/.s'/.vsche Det(*rniinante 

Ui !h • • • //„ 

J) : ?/•: • ■ ■ //,: 

i '' /A " ■ ■ ■ //„ ■ ' 

Eine ähnliche Holle spielt in der Theorie der linearen 1 litb rei /en 
gleichungen die DifferenzendeteriMinante 



y" 

// /' 


J>{!C iC, . . ■, 0 

Al/' 

* .r 

A // ," 

' ' ■ A fi 


A 1 ! 

A 

A ' ‘/// 

1 


welche wir kurz die „IMmninantr dn- h h h \ ,i 

nennen wollen. Da 

.Vx+I .*/,.) U J. , 'J ft . II , 

-Me. ’ U l 

D U’ bedeutet «/(■/(/ die/''- .Ableituiig V(II 1 //,. !-..nii, rii li'i .1 

ein Mißverstiindnis ist auBgesriilesHeii , da in, fuganeien 1 e 

uberJuiiipt nicht vorkoiiiinon. 


I. Allgemeine Sätze über Diffeienzendeterminanien. A. 
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ist, worin die \ Binomialkoeffizienten bedeuten, so folgt leicht durch 
bekannte Determinanteureduktionen : 




y^^ 

(2) ‘ 

Vx 

• ■ 

X 


• • d = 

ylh 

yxii ■ 




+ n - 1 

(2) 

?/ 

’^x -f-n - 1 

■ ■ y^”'’ 

’-'x-\-7l — l 


yj+i- 


(/c,«=l,2,...,«) 


diese Form wollen wir von jetzt an gewöhnlich festhalten. 

Es soUen nun einige der wichtigsten Eigenschaften dieser Deter- 
minante abgeleitet werden. 


A. Der Satz von Casorati^): 

Das identische Verschwinden der Determinante D{j)^\ 
ist die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare Ahhängig- 
Tceit der von Null verschiedenen Fimldionen d J, für 

das Bestehen einer Belation ^ ’ ■ ■ f 


yl'^ + + ••■ + «„ = 0 , 

worin ^ co,^^ periodische Funktionen von der Feriode 1 sind, 

die nicht sämtlich verschtvinden.^) 

Beweis: Ist 


so ist auch 


y^'' H — + 


+ i + i H + 


= 0 , 
= 0 , 


und da co^, co^, . . nicht sämtlich verschwinden, so muß 

-0 

sein; die Bedingung ist also notwendig. 

Ist umgekehrt D {y^\ yf\ . . yf) _ 0, so seien u^\ 
die zur letzten Zeile von D gehörigen ünterdeterminanten, von denen 


1881, 1 Au5r8.^195“ST; Anwendung der Determinanten (Leipzig 

2) Casorati, 1. 

ao periodischen Funktionen von der Periode 1 spielen in der Theorie 

der Difierenzengleichungen naturgemäß die Rolle von Konstanten und sollen 
a ei von nun an zur Abkürzung ohne Index ^ geschrieben, als „Konstanten“ 
rchiedentverden“'^ Anführungsstriche von wirklichen Konstanten unter- 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 3 
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2. Kap. Formale Theorien. 1. Teil. 


man voraussetzen darf, daß sie nicht sämtlich verschwinden, da sonst 
aus ^ Px ’ ' ‘ ^ Px ^ j == 0 der folgende Beweis schon 

Abhängigkeit der (von NuU verschiedenen) Funktionen 


(1) (2) (w— 1) 

Vx ’ Vx > • ■ Vx ergeben würde nsf. Dann ist 


( 1 ) 


X ^X 


X 'J X 


U 


=0, 

+---+«i'‘Vr|r =0, 

x^Vxln-, + ^TVxln-X + ' ' ' + = 0 (=-ö)- 0 


Ferner sind li)*? , , 


x+\7 '^x + V ' ■ 


M^”|i bis auf den Faktor (— l)”-i die 



te + 1 Jx 

+ <l,yT- 

+ ■ 

x + i^x 

= 0 (=(-l)«-iD)^ 

(2). 

a? + 1 Px + 1 

+ ^!lry!U 

+ • 

^ ^X + lVz + l 

= 0, 


< X -{-n — 


1+ •■ 

.m^W „(») 

= 0. 


Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt 

/. Ai ( 3 ) ^ (3) 


also 


•ii. 


y “i’li 

■i“’ »i‘J. 




»‘itl 


M 




«.(') 


ri Qt = 2,3, . ..,n), 

"x 

worin die „Konstajiten'^ sind, die nicht sämtlich verschwinden; 
setzt man noch y^ = so ergibt sich aus der ersten Gleichung des 


Systems (1) die zu beweisende Relation 

^ + • • • + co„y^ 


B. Sätze von Bortolotti^) und Wallenberg.®) 

Es ist 

«^Am^ = u^Av^ + Am^., 


■ ■ + A®^ + v^A’‘u^ . 




1) Baltzer, Determinanten, S. 13 (§ 3 , 2). 

2) BoHolotti, 2. 3 ) Wallenberg^ Nr. 1. 
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Die aUgemeine Formel findet man leicht durch Induktion und be- 
stetigt^re Richtigkeit durch den Schluß von Ic auf h + 1 . Mit Hilfe 
dieser Formel ergibt sich nach dem bekannten Satze über die Multi- 
plikation zweier Determinanten i) 

Vx ^^Vx I I«.« 

0 Vx+x 
0 0 


yx+2 f 


.v + l 

2 


0 0 0 




^^x^ A«/f 


■ 2/^”' 


^x-h-n-l 


|A«-1|/« A«-1; 

1 VxVx^ 

yxvT 

■■■ y.y“ 

^yxVx^ 

^VxVx^ 

■■ -iMf 

^\yx^ 

A^2/,2/f . . - A%y<^;^ 


M) 


d. h. 


^ {yxvi \ Vxyi \ • ■■xVxyx'^) = / 7 ? 4 +,. ■■ i>(y^^\ y^-\ ..., y^“) . 

r~0 “ ^ 

Setzt man hierin y^ = so erhält man 


n — X . . 

Nun ist aber 


Vx 


{") 


Vx 


(I) 


,ir) 

;(i) 




setzt man daher I){y^\ y^^) = so wird 

ti/a Vx'^ 

D A-^, 


Vx^ 


r = 0 


y 11 

Jx + r i^x+r + 1 . 




also aus (3); 

w yf, . ^ V y”) - — 1-- 7)(»f , „;•> , . „<-)). 


r=l 


^X-h] 


1 ) Baltzer, Deteiminanten, S. 53 (§ 6, 4). 

2) Baltzer^ Determinanten, S, 15 (§ 3^ 3). 


3 
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2, Kap. Formale Theorien. 1. Teil. 


Besondere Fälle sind: 

= (“f ; “f “f ); • • V ^ )) ■ 

mir 

r = 1 

Durch Kombination dieser Gleichungen mit (4) ergibt sich 

D(Hyf>y^\yf)> 

r= 1 

So fortfahrend gelangt man schließlich zu dem folgenden allgemeinen 
Theorem^): 

Sind die FunUionen v^''\ vf \ . . ., w^~\ . . ., gegeben 

und ist 


so ist 


X \ X ' X ^ '«5 X j ^ 


(5) B = ■ 

\ X y X ^ ? X 7 X ^ X ^ J X / V~1 


r = l 


Wir ziehen noch eine andere wichtige Folgerung aus Gleichung (,■{): 
Setzt man nämlich 




W 


yi' 


( 1 ) 






so erhält man in derselben Weise: 

• ,(ä,) (aj 

^ X 

\ yh' yp 


^\ y . > ■■, y . j-n a-^p a ..., a 

r=0 ^ idx Bx Bx 


-l) 
) 


1) JBortoloUi, 2, 



1. Allgemeine Sätze über Differenzendeterminanten. C. 
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Setzt man weiter 

A 


f (%) 


= (fc = 2,3,..,«-2), 


y. 


(« - 2yfc) 


(n-\) — y. 


lyb~l) 


y. 

nj ( ■« - W 

^ ./%) 

-h) ’ 


\ (Ä=2,3), 


SO erhält man ähnliche Gleichungen, ans denen sich folgende wichtif^^e 
F orm el ergib t ^) : 

n—1 w~2 n—S 1 

- n Ä, n Ä77 Ä n ■ »i-, 

r=0 r=0 r=0 r=0 

von der wir später (3. Kap., I, Gl. (6)) noch eine Anwendung machen 
werden. 

C. Adjungierte Fiinktionensysteme. 

In der Theorie der Determinanten pflegt man ein Element einer 
Determinante |a.J und die zugehörige Unterdeterminante „adjungiert^^ 
oder cc.^ die „Adjunkte^^ zu a.^ zu nennen.^) Ist nun ein System von 
linear unabhängigen Funktionen y^''\ gegeben, so werden 

wir in der von Null verschiedenen Determinante dieser Funktionen 


. i^k) 



X 


("■) 

■ Vx 


, e) - 

"x + l 

2'i + i •• 

(li) 

• VxU 



X H- w — 1 

yT+n-l ■ ■ 

■ Vxln-X 


iit- 

. nicht die zu . 

1 ./ ;j; _j_ ^ 

^ gehörige Unter- 


(f i.) 1 


dl) 




1) Wallenberg, 6, Nr. 1. 

2) Cauchtj, JouM. de Tfic. Polytechn. 17, 64 (1815); vgl. BaltBer, Determ., 

S. 10 (§ 2, 5). 
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2. Kap. Foniiu!*^ 'riit‘urii'11. 


In der Theorie der Billto^owtiighdidiiiii^uoii spivlvn rnie Hirljiio't. 

RoHe insbesondez*e die Adjiuigiertea der lef Z»ole , /; I , a , 
die wir daher kurz die Adjuiigierteii vuii ufid 

mit bezeielmen wollend i lU i^r alse 


( 7 ) 




1) oy 


dl) 

lA'l 


1^ I 


1) ?/., , W. 


r -f n -■ 1 


iH » y * « 


Wir stellen nun einige Be/jehun*r»ni auf, wrdehe /ttiseio'ii eiu«*iii 
Funktionensystern t/r— 1, 2, uini dem aiijimgiertt'ii »‘^vsI.imu r * 
bestehen und welche iinn fipiiter von Xut/im '-«mi werden. Ziiiiäelist 
ergibt sich aus eleinentaren I.)etermünuifeiiMÜt/«*ii nniiiittelbar 

J. -1 ■ |*t. u<‘nn /. H I. 

\k h 

Wendet man auf die zweite dieü^r Fdei*‘hiiiig*‘ii die U|ii«riiliiu:i 

1. 

. . , , Hilf' «iii* id" iii»* I Ijeu'iit toii 


auf die dritte di(‘ nperaiion /r 
/)-(«- II i‘rldüt, man 

jd'Z-x = mm* ■ ■ ■ ;i, 

(/.■ <1,1.2 ,/ 1 

Daraus folgt, wenn 


f Wefill I ■ « I , 

I I , tt,"eiMi 1. ■ '■ « 1 . 


(10) I 


ge.sctzt wird. d;iß am-h {> j ^..n \,ill wi .lu. ,|.!i 

ist, da in dtir hd/.tnn do- ’’ in ht . 1 i. i.t . !■', .■! 

gild, sicli 


(11) //, 


l/t) 


l> i d,-'*’ 

^ 'er . I, 


I 


/# 




t) f>ie eigeiiflii'Iii'ii Aiijyii||,*'ffrh . . 4 vn ■. 
Delinitiou die durrh // divi»ü*:nirii .eo' -.irr , ? 

aber, wie <ler Aaldirk der h b i.rf, 



1. Allgemeine Sätze über Differenzencleterminanten. C. 
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Die beiden adjungierten Funktionensysteme 
yf (^ = 1, 2, . . n) 

zeigen also ein vollkommen reziprokes Yerbalteii. Aus den Grlei- 
cbungen (8) folgt allgemeiner durch sukzessive Anwendung der Ope- 
ration und der inversen Operation wenn man 








setzt: 

( 12 ) 


I = 0, wenu 0 ^ a — /? < m — 1, 
s == 1 , wenn cc — ß — n — 1 . 

CCß ‘ 


Mit Berücksichtigung dieser Relationen erhält man durch Multipli- 
kation nach Zeilen^) 


2/« . 

X 

(k) 

-ir ^ 

X 

•J X 

(«) 

"Vx 


1 

...0 

0 

■■0 

yx+k-^1 ’ 

(k) 

■■ylik- 


in) 

■ 'yxA-k-l 


0 

1 

0 

■0 

^x+k 

(4) 

■■yllk 


in) 

• 'yxlk 



— f 

(Hl) , 

X 


Jx+n—l 

-y^'l 

■dTn-1 • 

(n) 

■■yUn-l 


x— 

x-n-\-k-^l 

.. 

a:- w+/t+l 

a’~»+Ä:+.l 


■ 

(i) 

•• 

()■ 

•0 

y^Zni ■ 

(k) 

■ ■ yUni 

0- 

0 


■ ■ 

^x+k 

0 • 

• • 1 

y^ln-l ■ 

i/x+n-l 

1 ■■ 

• 0 


oder 


2/f ; • • ■ 


( n -- 

- /c) {71 ~ k - 1) 

= (- 1)“ 


) folgt für ]i 

= 0 die wichtige Relation 

n (w ■ 

- -D-. («“, »f, ■ . 1) = 


1) Baltzer, Determinanten, S. ö4 (§ 6, 4). 

2) BortolotUy 2., 3, 
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welche die Reziprozität der iHito/o adjiiii^tritoifoi t 
und (7i' == 1, 2, . . ., in ein lielh'> ln<dii ne!/!. 

a X X ' 

Beispiel: 

j'f,r ■ 1 , j- ,1' I 


I 


I ./ 

I ./■ -T :/ 


j- - I 




,r ,r ■■*. I 


X "f* ^ 


,.<•+1 


n , (-' , c " 

I t .r * .f ? .f ; 


I .r - I 


o 

./ j- . I 

.r I .r 


1 


I 

ti ! 

n I j' 
..r -r ■■ I 

- f .1 


i I 




also 


.r -r ^ I 


-f I 
I H- 


B ) . /> , i,: / 


11. Fundament ails}s1 eine. 

A. Dotinition eimm FinnlHfiieiniilH,VNt,i-iiiM fiMHunro’ii < uoo' 
homogenen linearen l:hnfnootzen|MMeitijii^ ' 

Unter einem Fumlameni;iU\ Hi.»*iii vmu ^ 

einer homogemen linearen Ihirenm/t-iafl-rl nie 

* ■ //r . . '^r- P,' ^ M. .. . ; ' ■ - /.' ' e m m , ^ 

verstellt man n linear nmiidiänLnge Uair;:. dar!*, aejmi ^ 

l) Das Zeieleai et'fleiitte . 

schieden voiei " " ' * " "' 


ir. Fundamentalsysteme. 
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d. h. solche Lösungen, zwischen denen keine homogene lineare Relation 




.(-) _ 0 


besteht, worin die cd. „Konstanten^^, d. h. periodische Funktionen von 
der P eriode 1 sind, die nicht sämtlich verschwinden. 

Für den hall, daß die Koeffizienten rationale Funktionen 
von sind, die dann nach den Ausführungen im 1. Kap., II, D als 
ganze Funktionen vorausgesetzt werden können, haben wir die Existenz 
einer Partikularlösung na ch gewiesen , und wir werden sofort sehen, 
wie wir durch passende Wahl der Anfangsbedingungen stets ein 
solches Fundamentalsystem hersteUen können. Aus dem Satze von 
Gasorati (2. Kap., I, A) folgt, daß die Determinante der Lösungen eines 
Fundamentalsystems 







• • 

(2) 

m:', sf , ■ - 

. y^ = 


2/fii ■■ 

■ ■ y'"’ 





(2) 
tl ^ 

(n) 

• yUn-i 


und mir eines solchen nicht identisch verschwindet, so daß auch das 
Nichtverschwinden dieser Determinante als Definition des Fundamental- 
sijstemes gelten hann. Bestimmen wir nun n Partikularlösungen 
yV ’ vT > ■ ■ ■■> y*”' derart, daß 




ist, so wird 




(rO 
n — 1 




1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 


|0 0 0 1 1 

also verschwindet die Determinante (2) sicher nicht identisch, d. h. die 
so gewählten Partikularlösungen bilden ein FundamentalsystemP) 

Man erreicht dies am besten, indem man (r = 1, 2, . . ., n) 
nach den im 1. Kap., II, D auseinandergesetzten Prinzipien auf folgende 


1) Marlco/f^ 1; JPincherle (ti. Ävialcli}^ 9, 
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Weise bestimmt^F Es sei! im Intorvall / ■ 0 ^irikl.i Iiim j- ■ ii e^kl, 


y. 


./* k 


:■ /i|. F ^ M w 


fix) - ■■■• 1 ) . . . i .0 II : ! . 

ist^ während % und duroh dir CiIt‘ie}H.inei*ii 

1. 


1 1 ' 


+ /y F ' ' 


, ‘1^ < h 1 , ... II -1 


bestimmt werden (die zweite Eleielinng ioavirkt du Sfifi^dudt dfM’ 
Partikularlösimg //f’ im .Ibinkle j- ii nmJ ilalna* in nllrn ibinkteiii; 
aus denselben ergibt sieli 

^ i*y' 

^ f n ^/i k f k, ' li k i l: “ / .« » 

xmd diese Bestimmung ist stets im'ii^dieli, ii.t /'* « f üinl 

n — Z' von Null versiddeden sind, 

Ist eine imsung der iilmebuiig ^ I f. sh isf üiitdi Hji// , mairiii 
oij eine „Konstante^* bedeutet, eine lehmig; denn es e.i 

I' ) w, IM'/,' ) '• 

Sind ferner und zwei I.,*dsiingefi der t ileieliiiiig I % :*'»m atieli 

d eine Lösung; denn es i>t 

-f- p; j /*ip ^ I I ■*» 

Daraus fVdgt, daÜ, wvnn ?// . . . h ' le'^iutgen i|e:r lib'i 

cliiing (1) sind, aneb 


Pr =- f’b/F/ ^ t i: p 


, / >/ 


Fvmktioni'ii von tifr IN-riiMi.« i .;ji.i 

In de-r T.g i f 


“L Pf ' ' ■ 1 

<■', i'i»/; 1 

n . 

t /X ii 

Ist. lungi'kchrt i,, !t. 1 

e « ' n r g dt*r ü t !»* > - 

ive ■■ 1 , 

wenn die IjÖsungen //(', \ , . 

e:ii F'.i ?* *./ f 

aI fejj;, 

<e,»/ ' ■ (),)/ 

i e >1 , 



'» ist. 


1) IVtdkNlfvrtf, Xr. 


II. Fundamentalsysteme. 
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Denn aus dem Bestehen der Gleichungen 




\pTv. +pT 

^.+1+ ■ 

+ %.^n = 

= 0, 




^pTyT+p''P 

y.U + --- 

+ /1 = 

' '•'x + n 

= 0 (Ä = l,2,.. 

.,n) 

folgt, 

da 

die Größen ^ p^^\ . . 

1 sicher nicht aUe 

gleich 

sind, 

daß 

die Determinante 







Vx Vx + 4 




(5) 



tJx + 1 

■ • ■ 

x + n 

= 0 





„,(><) (w) 

yx Vxli 

■ ■ ■ y^'i 




sein muß^ während nach der Voraussetzung ihre ünterdeterminanto 


( 6 ) 






y) . . 

. 

\K + 1 

,9x + n ~~ 1 



Ul r 1 

n- l 



. . 

.r + 1 


4=0 


ist. Daraus ergibt sieh aber nach dem Satze von Gasoraii das Be- 
stehen der Relation (4). 

Ist im Intervall 0 (inkl.) bis n (exkl.) 

■ ■ V 4"'=' 9M, 

s(j lassen sich durch diese Anlaiigsbedingungen die periodischen b’iink ' 
tionen coj, für 0 <C x <C 1 aus den (Ileichuiigen 

^ 9i (^) "h ^>^2 (p) d “"I“- 

CO, cp, (x4- 1) + (D,(p,(x+1) + . . . + CO,^Cf),(x + 1) cp{x+ 1) , 

^Pi (•'^"4“ ^'^' 1) “h cD^cp^{ßG’\-n"--X.) . . . «p ' 1 ) g}(X“pV((. — l ) 

wegen (6) berechnen und sind daher als periodische Funktionen von 
der Periode 1 für alle Werte von x bestimmt.^) 

Die Bedeutung des Fundamentalsjstems liegt dariiX; daß /rv/c 
Lösung der Gleichung (1) sich durch die Elemente desselben linear 
ausdrücken läßt, so daß in dem Ausdruck 


( 3 ) 


y. 


+ e).,yf+ • • • + (ajr 


{'0 


ftills mau den „Konstanten“' ihre volle Willlvürliehkeit läßt, sämi- 
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liehe Lösungen der Gleichung (1) enthalten sind; der Ausdruck (3) 
heißt daher die allgemeine Lösung der Gleichung (1); z. B. ist 
die allgemeine Lösung einer Differenzengleichung erster Ordnung. 


B. Bezielningeii zwiselien zwei Fundamentalsystemen, 

Sind und {k==l,2, . . .,n) zwei Fundamentalsysteme von 
Lösungen der Gleichung (1), so ist nach dem eben Gesagten einerseits 


,W- 


«f + «i-, 


( 2 ) , 

< + 




andererseits 

. <*> _ . » + (i,_ .f + . . . + »r , (i - 1, 2, , . . , , 

worin die ct^_ tmd „Konstanten“ bedeuten. Daraus folgt, daß die 
Determinanten | ccj. | und \ß^.\ (7c = 1 , 2 , . . ., n) von Null verschieden sind. 

Ist umgekehrt u^*^ (7; == 1 , 2 , . . ein Fundamentalsystem und 
|aj| 4 = 0 , so ist auch (7c = 1 , 2 , . . .,m) ein Fundamentalsystem. 

Es besteht nämlich der allgemeinere Satz: Ist (7c = 1, 2, ... .,w) 
ein Fimdamentalsy Stern und sind • • -j «i"'' (m-^n) lineare 

homogene FunMionen mit „Iconstanten“ Koeffizienten von irgendivelchen 
m Elementen uf^, . . wj”’ derselben, nämlich 


(7) v^'> = + a,uf + • • • + (7=1,2,..., m) 

mit der Bedingung | = 4 = Ö (i^ r = 1,2 , . , m), so hilden auch die 

Lösungen • • -y Fundamentalsystem. 

Bestünde nämlicli eine Gleichnng von der Form 




H h ö,„ + CO 


ni 4- 1 X 




"f“ • * • n 


in) 


0 , 


worin die cog? • ■ •; co,^ „Konstanten^^ bedeuten^ die nicht sämtlich 
gleich Null sind^ so würde ans dieser Gleichung^ wenn man für die 
ihre Ausdrücke aus den Gleichungen (7) einsetzt^ eine 
homogene lineare Beziehung zwischen den Elementen 
des gegebenen Fundamentalsystems folgen ; es müßten daher alle 
Koeffizienten dieser Beziehung verschwinden, also 

m 

( 8 ) {r^i,2,...,m) 

^ = 1 


1) Vgl. L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen (Teiibner, Leipzig 1895), 1, Bd., S. 32 ff. 



III. Lineare Differenzengleichung; Darstellung ihrer Koeffizienten. 45 


und außerdem ~ 0 , . . g 3^= 0 sein; die Gleicliungen (8) könnten 
aber nur dann durch nicht verschwindende Werte der •••? 

befriedigt werden^ wenn gegen die Voraussetzung 

= 0 ii, r=l, 2, . . m) 

wäre. — Die Bedingung, - daß diese Determinante nicht verschwindet, 
ist übrigens gleichbedeutend damit, daß zwischen den 
keine homogene lineare Beziehung mit konstanten“ Koeffizienten 
stattfindet. 


III. Lineare Differenzengleichung mit gegebenem Fundamental- 
system; Darstellung ihrer Koeffizienten durch die Fundamental- 
lösungen. 1) 


Die homogene lineare Differenzengleichung 


( 1 ) = y^+n + + • • • + 2 /. = 0 ( vT + o ) 


möge die Dundamentallösungen y'^^^ besitzen, so daß die 

Determinante 




^x ^a? + l i^x^n-l 


hl) (?/) 

vl yJ+i 


(n) 

Vlln-l 


+ 0 


^{yT> yfy ■ ■ ■> vT) - 

ist. Dann ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem 

Px Px ^ Px PxJrl^ ^ Ux + n-i 

für die Koeffizienten . . •, 


(*■) 


(i = 1,2,..., n) 


folgende Ausdrücke: 


( 2 ) 


IK 


(k) 


••• ■ vT ) 


Qc = 0, l,...,n-l). 


worin D^, aus D dadurch hervorgeht, daß in D die Ic -f- 1*® Kolonne 
{i = l,2,.. ., n) durch — y^^ (i = 1,2,..., n) ersetzt wird. 
Wählt man ein anderes Fundamentalsystem u^, ß’= 1,2, ..., n), 

so ist 




+ 


worin die „Konstanten^^ bedeuten, so daß auch 


(Ä-) 

tP , 

x-i-r 


+ VZr + • • • + vTTr 2, . . .,n) 


,ß> 




1) Bortoloiti, 2.; Heymann^ 1. u. 2«; Wallenhergy 8. u. 6. 
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wird^ und [ . | 4= 0 Daher ist nach einem bekannten Determh 

nantensatze 


D 


^^X y • 

***$ 

11 



' (1) 
V , 

■ ■ 



^ (1) 
ll \ 

^ X ' 

(2) 

l l> , . 
X y 

(n)\ 

= 

1 

1 



yf, ■■ 



und folglich 

d. h. die Koeffizienten p^, p^, sind Ton der Wahl des Kun- 

damentalsystems xinabhängig. 

Aus (2) ergibt sich insbesondere für 7^ = 0: 


= 


-y%n Cl- • • 

'^x + n ~ 1 

-yf+n y?+i--- 

^x + n~l 

— . . . 

^x+n ^x + 1 

- (w) 

^x-hn~l 

' yT) gesetzt ist, 

oder 


D = (_ 1)» j) . 

X \ a; H-l ? 

d. h. die Detennimmte B {yf, yf, y^) genügt als FunUion 
der homogenen linearen Bifferemengleiehimg erster Ordnung 

aus welcher formal 


von X 


(4) B^^coi-iy^JJpf) 

folgt; die „Konstante“ ci (+ 0) hängt Ton der Wahl des Fundamentah 
Systems y^, y^^ . . y^ ab. Ist p^ eine rationale Funktion von x: 


„( 0 ) _ ^ {X - (x - . ■ . {X — a.„fp 

{X — Jj)A (x — ...{x— ’ 

so ist nach dem 1. Kap., II, C: 


tti) r“^ (x — a^) . . . n {X — ap) _ 

r* (a; _ &,) rA (a; _ ’ 

1) Baltzer^ Determ., S. 49 (§ 6, 1). 

“■ „Heymann- 

3) 1. Kap. II, A. 



III. Lineare Difl^renzengleicliuug; Diiratellung ihrer I 7 

daraus folgt, daß (abgeselien von dem Faktor w,) mir an dwi 
„singulären“ Stellen x = l. — h Ci =-1,2, ...q- /■ = d, 1 2 ) vm-- 

schwindet. >) ' ’ ■■■'' ' 

Als eKsie Anwendung des Iln/mamisdieii Satzes zeigen wir, wiA 
man die zweite Fundamentallösung eincuAioinogenen liiieari'u Dille- 
renzengleicliung zweiter Ordnung 

durch die erste ausdrücken kann: Aus 


A.- , === <0 / / r, (s. 01. (4)) 

folgt nach Division durch * 


also 


1 


Jx ifx Ifj; I 1 


?/ 




nr, 

.i0) ..fM 


Als zimfr Anwendung der Relation (A) bzw. (.Il) geben wir eine 
neue Ableitung des 6'«n/lschen MuItipIikationstheoreniH liir die (lamma 

lunktion:'^) 

Wir gellen von der Dillerenzengleieliung 






aus: dieselbe geht durch die Sub.stitulion ;r ,i/„, über 


Ul 


:m -'b 




ihre Lösungen halmn ibiber die Oestalt 

worin eine periodische Funktion von .r ''' mit <ler I’eriode I. 

also eine poriodisdie Funktion von ,r mit der l'eriode « ist. Wir 
erhailen so w, Fiindameiitallösiingen 


IV) 

//.,■ - ' 


L r(7), (/ 


worin die o'' periodisclie Funktionen von der Periode « hedeuten, 


Wcdienbvrtj^ 2., S. .5r», 

•i) 0ro//>, Kj Art. tiS, 2,., 8, 11511'.! 

soiistige liitoratur Hieho b(‘i Nielsen 8 18 
4) L Ka,|)., U, (A ’ * 


U'tfllt nherff,^ C., Nr. .‘i ; ilia 
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zwischen denen keine lineare Relation mit ^^konstanten^^ Koeffizienten 
besteht fz. B. = a?”, worin die s. die Wurzeln der Gleichung' s'' = 1 
sind). Dann ist 





(*) 

x-\-k 




k-o 


(i = 1, 2, . . ^ = 0, 1, . . ., w — 1) 
andrerseits ist nach dem jSh^mamschen Satze 


also 


=/5^ wr(a;), 


worin eine periodische Funktion von der Periode 1 ist. Durch 
Vergleichung der beiden Ausdrücke für JD^ folgt, wenn noch x 
gesetzt wird, mit Rücksicht darauf, daß sowie und 

periodische Funktionen von 0 mit der Periode 1 sind: 

n~l 

IT ^ (^ + '^) = ^ 

k = 0 


worin eine periodisclie Funktion von der Periode 1 ist. Man kann 
nun nicht wie bei Differentialgleichungen die „Konstante“ y, dadurch 
bestimmen, daß man in der obigen Relation füi' 0 irgend einen festen 

Wert, z. B. ^ einsetzt, weil dadurch nur bestimmt wird; wir 

müssen vielmehr die Auseinandersetzungen des ersten Kapitels (II, C'' 
zu Rate ziehen. ^ 

Wir setzen, um y^ zu bestimmen, z + fi an Stelle von z, worin ft 
eine ganze Zahl ist, und dividieren die zuletzt gefundene Relation 
beiderseits durch (wft)!ft'‘"-i; dann erhalten wir, da y. ,=y ist- 


(ftir 




n 

4=0 


+ — + ft 


)= 


r{n^ -j_ 

'' (n fl) ^ 


also 


Nun ist nach der bekannten Stirling sehen PormeP) 
pl = y^ppe~p(l + g, lim = 0, 


01 ~1 n — 1 

(nii)l 1 

n(.i 


(1 + lim = 0; 


f.l= CO 


1) Stirlmg, 1., S. 1.3Ö; vgl. z. B. Nielsen, 1., 8. 92. 
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daher wird unsere Gleichung nach Multiplikation mit 


1 n-l 


(g!)V— — V n ‘J 

die atn^edingunl^ """ beriicbsichtigen 

0 o y 

liinL(^)_j 

V = 00 vl v^'~^ 

Danach ist 

lim = 1 

,u = oo (n^)l (niL)‘^^~^ ’ 


+ ¥ + 

0' 


j « — 1 


und zwar /«r ye^es ä:; folglich, da lim d = 0 ist 


und daher 


V«. — X JL 

y, = (2a;) 2 ^2 ^ unabhängig), 

1 

JOf ■jj) = (2®) ^ w- r (k^;). 


ßelatfonV^* ^«/ 3 sche Theorem; für = 1 folgt die J^wlersche 


11 f = 

k = l ' 

n. -EM?erschen Integralausdruck 

ri f ' w-“" für die Gammafunktion«), 

sondern lediglich ihre Eigenschaft, der linearen Differenzengleichuno- 

genügen, zusammen mit der bereits bei Gauß^) impir. 
Zite enthaltenen GrenzLedingung von Weierstraß, 

T- unseren obigen Auseinandersetzungen geht hervor daß die 

Eoefhzienten der Differenzengleichung (1) durch die Elemeke eines 
beliebigen Fnndamentalsystenis y'^\ y^\ . . . , eindeutig bestimmt 
Sill , a Is der Koeffizient von y^^,^ gleich 1 genommen wird. Nun 
genügen aber die Funktionen y^\ yf,...,yf offenbar der homogenen 
linearen Differenzengleichung 

1) Kap. II, C, Gl. (14). 2) Eiüer, 3. 3) 1. Kap. II C 

4) Gauß, 1., Art. 22, Gl. [47]. 5) Vgl. 2. Kap., II, A, Gl. (ö). ' 

Wallen Tie rg: Lineare Lifferenzengleichungen. 4 
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( 1 ) 


,(n) 




y. y. 

ifx+l Ux + i Vx^i 


y 

yJx + n ^x-\rn ^x+7, 


■ 0 , 


von der sie ein Fundamentalsystem von Lösungen konstituieren 
Daher muß P(y mit P (y^, y^\ bis auf einen Faktor über- 

einstimmen, der sich aus der Vergleichung der Koeffizienten von 
gleich {-iyD{yf, yf\ . . «/W) ergibt; es ist also 


x-{-n 


( 5 ) 


Vfof 'i 1 A« > Vx'*^ • • ■ 7 2/i“0 


.«d fllr die KoefSeientenjf,,» ) ergeben siel, die Ane- 

drücke 

T) \ W = f_ 1 > (2^- > • • • ’ #) 

die natürlich mit den Ausdrücken (2) übereinstimmen. 

Qiy^ = 0 irgend eine homogene lineare Differenzengleichuno- 
Ordnung, welche ebenfaUs die Lösungen besitzt, 

so muß nach unseren Auseinandersetzungen idratisch 

Qiy^ = äxP{yx) 

sein, wo nur von a; abhängt. Besitzt daher die Gleichun<r Q{y) = 0 

eine von den y^\y^\...,y^ linear unabhängige Lösmig /, so 
lolgt aus 

Q{n.)-yxP{rix)-o, 

-P(^_J + 0 ist, daß 0 sein muß; also: 

Bie hnlce Seite einer homogenen linearen THffcrenmigleidmnq 

M aJ ' 

IV. Gemeinsauie Lösungen homogener linearer Dijfiferenzeu- 
gleichungen; Resultante; Kettenhruchver fahren. 

. Dl® Drage nach den gemeinschaftlichen Lösungen zweier alge- 
braischer Gleichungen oder nach den gemeinschaftlichen Integralen 
weier homogener linearer Differentialgleichungen findet ihr Analogon 
m dei Frage, wann zwei homogene lineare Differenzengleichungen 

gGmeinsaiiie Lösnugen besitzen. 


IV. Gemeinsame Lösungen; Resultante; Eettenbruchverfahien. Öl 
Es seien also zwei homogeae lineare Differenzengleichungen 
( 1 ) = + 0 , 
(2) = Q {%, i/J = + • ■ • + gj”) ^^=0 

Torgelegt, und zwar möge m-n = v'^0 sein; ferner seien 

1 yT> ■■; imd . . ., 

je ein Eundamentalsystem von Lösungen der Gleichungen (1) bzw. (2). 
Eann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Gleichungen (1) und (2) eine gemeinsame Lösung besitzen, das iden- 
tiscJie V er schwill den der Determinante 



'2 X 

■ • d"’ 


(.n) 

• • % 

8 = 

i^x + l 

■ ^ d:\ 

’ji+i 

(w) 


Da:4 m-f w - 1 


'aj-fm + M — 1 

■ ri 

*x + 7n + 71 - 1 


Nach dem Satze von Gasorati ist nämlich das Verschwinden dieser 
Determinante die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Bestehen einer Relation ^ 






( 2 ) «1 + ■ • ■ + + ßivi'^+- - ■ + ß „ = 0 , 

worin die « und ß „Konstanten“ bedeuten. Und da weder alle « 
noch alle ß gleich Null sein können, weil sonst die oder kein 

Fundamentalsystem bilden würden, so ist alsdann eine Lösung von rn 
gleich einer solchen von (2).i) ' ^ 

vr, Determinante S ist vollständig analog dem in der Algebra 
r kommenden Produkt sämtlicher Differenzen zwischen den Wurzeln 
der anderen der beiden algebraischen Gleichungen und 
^eigt ebenso evident wie dieses durch ihr Verschwinden das Voilianden- 
sein gemeinsamer Lösungen au. Wie in der Algebra streben wir aber 
auch hier nach einer Bedingung, die sich nicht in den Lösungen, son- 
dern m den Koefßsienten der vorgelegten Gleichungen au.sdriicld,- 

darste l lbar ist, so müssen sieh, wenn die Gleichung (1) durch eine 

gi.iA.gT.: tekÄt” '■ 
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Lösung Ton (2) befriedigt werden soll, die „Konstanten“ cji, . . ., 
so bestimmen lassen, daß 

p{„y« + ^ ^ . + - <».?(,«) + ■ ■ + - 0 

ist; d. b. die Funktionen P(i?®) (Ä = 1,2, . . ., w) dürfen nicbt linear 
unabbängig sein; die Bedingung dafür ist nach dem Gasoratischen 
Satze das identische Yerschwinden der Determinante dieser Funktionen; 
es muß also 

sein. Nun kann man aber, wenn rj^ eine Lösung der Differenzen- 
gleichung (2) ist, %+n+i, • • • mittels dieser Gleichung sukzes- 

siye linear homogen durch rj^, . . ., Vx+n-i ausdrücken, mit 

Koeffizienten, die sich aus den . . ., 2^”^ und ihren sukzessiven 

Werten rational zusammensetzen; daher ist 


P (Px + ry Vx + r) = (^x°’Vx + (>'x"'Vx+l + 

(r=0,l,2,...), 

worin die Funktionen (s = 0, 1, . . ., w — 1) sich aus den Koeffi- 
zienten der Gleichungen (1) und (2) und ihren sukzessiven Werten 
rational zusammensetzen. Folglich ist nach dem Multiplikationssatze 
der Determinanten'): 

(4) 1 r e.-.) I - 1 «r I ■ I e.-. ! (I;i; r 

und da als Determinante eines Fundamentalsystems ■ 






ist^ so ergibt sich zunächst als notwendige Bedingung für die Existenz 
gemeinsamer Lösungen der Gleichungen (1) und (2): 

(5) R^\ j == 0 (r, 5 = 0, 1; . . n — 1 j . 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend 5 denn aus R = 0 folgt 
nach (4) 

I P{Px^i-i’ Vx+k-i) i = (b 1 , 2 , .. ., n), 

und hieraus nach dem Satze von Casorati: 


®1 PIVx'’) + ^ = P{<^iVx^ H h = 0; 

das heißt aber, die Gleichung (1) wird durch eine Lösung der GleL 
chung (2) befriedigt. — Die Determinante li kann daher mit Fug 


1) Bcdtzer, 1. c. 
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und RecLt als JResultante der Grleichungen (1) und (2) bezeiclinet 
werden. 

Wir können jedocL. auf die Differenzengleicliungen (1) und (2) 
auch ein Verfahren anwenden^ welches dem JSuMidisch.en. KeRenbruch- 
verfahren zur Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen bzw. zweier Polynome analog ist. 2) Dieses Verfahren hat den 
Vorzug, daß es sogleich sämtliche gemeinsamen Lösungen der Glei- 
chungen (1) und (2) liefert: Zu diesem Zwecke bilden wir zunächst 
den Ausdruck 

(.6) ^ (Px, i/x) — r^x°’ Q iüx + w {v = m — n) , 


und bestimmen so, daß darin der Koeffizient von verschwindet 


^es ergibt sieb = sodaß dann (6) einen homogenen linearen 


fl(0) 

+v- 


.Differenzenansdruck {m — 1)*®' Ordnung darstellt; ebenso kann man 
ferner eine Funktion so bestimmen, daß 


^(.Px^Vo^ '^x Qiä-X + V} + Vx + i’-'i) 

nur von der m — Ordnung ist; fährt man so fort, so ist, wenn 
zur Abkürzung Q{q^,y^)== gesetzt wird, bei geeigneter Wahl der 
Funktionen die linke Seite der Differenzengleichung 

(1) in der Form 

(7) P(2/J = r^x'^ Qx^r + + + ■ ■ ■ + 

darstellbar, worin Qi{y^ einen homogenen linearen Differenzenausdruck 
höchstens {n — 1)*°'' Ordnung bedeutet, dessen Koeffizienten sich ebenso 
wie die Funktionen aus den Koeffizienten qf' 

und den sukzessiven Werten der rational zusammensetzen. Setzt 
man noch 

AiVx) = »-.‘V.+ v-l + ■ • • + 

so läßt sich, wenn man li^ als Operationssymbol auffaßt, die Gleichung (7) 
nach Unterdrückung des Argumentes kurz in der Form schreiben: 

( 8 ) P=B,{Q) + Q,, 

Aus dieser Gleichung folgt, daß etwa vorhandene gemeinsame Lösungen 

1) Der tiefere Grund für die Darstellbarkeit der Resultante als rationale 

Funktion der Koeffizienten und ihrer sukzessiven Werte wird sich später 

aus dem Analogon des ÄppeUschen Satzes (4. Kap., I) ergeben. 

2) Fincherle, 6. u. 9.; Memsion^ 1.; Guldberg, 5, 
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Klip. Fomiiilt* I. 'Ir'i.. 


von (1) und ?'2j auidi der Uhd»‘huu^ Vi 7F ^ ** nfiiiipni liiiis^iii. 

Bilde!: man iiiiii u“eiter in. dm*.seibi/ii 

Q /7 ■■ • 

■■ 

V. .-1 7 V. ^ V ^ I * 

und ist '>7 die Ordiiniigs’/ali! tlf-s l.dt!er»ni/.uii>»iriieke-^ , hi.» ist 

//| . ’ 

und es muß «lainn* S|ijtte.stiuis tär t ■ I iii<i|.||_ |^l 

so ist entw<'*iler y, ^ vnii d»M’ iMrin Ht!»*i% falls 

0 istj d/e/7/.sv7<f ///f7r// .Vn//, liii t'afla liaJH*ii de- Idfli* 

renzenglidcliungen i'l i uini {2i nur die friviult* ^ u giuiiidn» 

sam; wir sagen dann: s/V hnhui kim* /.-ooio; iw hiztrrui 

Falle (hufeijen trmleu dir mmiiiein'H fi* mrinsani* n l.** ■Httijm ehr f#/#-/» 
eJmnffen (1) nad i2i diirrh tiir ti^r i ti* k 

(10) H 

geffcbeiL .Die Ku(d'ti/jent»n} du'Srr Dieialnin^ /n-ii, wit* iiii% lii-iy 

Alg{,)TithmuH i!F Itervorgelii. ain d.»ii, ivi»-!'fi/i» 0 )fe!i d»“r 7 irM’hiifejrii ^ | , 
und (2) und den*n siik/,.e'^'siv»*ii Wt-rh'ii siml j||sn 

die lfdz!(M*en inshesoudf^re rali-Mfia.1»' Fuiikf r» uu'ii j\ i.» tiu's 

auch von den KiHd'fi'/Jmjtmi rfr-i* Dl«n*‘t.iuiii? I<* , ifahiii /, ||. .du* 
Gleichungen P\q,i iimi .uur imh \iill ^ f , h »li-iir' i 

.LösimgD geinein.sum, so' ist ♦ *‘ 11 . ♦' f !u« 4 r* li'ilfr 

renze.nglei{diung ^rskr th'diiiifei; da* ;nuii»'...ea:ii,f *■• al-su 

durcli ,,Quadratu,r'*7 g<duiid*ii wt'*rd»'Ti 

V. ZiisamimeiiKel/jiiig fioiironeiier liiieiino' IHllereH/enausdriicKe: 
syiiilHdthflies Broflukt derHeliMui. 

Als besuiidaTK \u<'li!iiri‘r .l'a.U ? d* r ,i i .•• , «,*♦ sr/d 

Lösunge,n <ler Glrirhun^^ auee- I j . .jt 

dies(‘ni Idilie miissen intdhi»» u.ai e-/* .d ed^uriU ,, binar 

uuadliiuigige ) l.dMingen vt»n l* ■ ;i:,f‘i.. u. .r h;»*-:, s m i„. 

Iriedigeii^ und da die^e liHtdisff-ii^ -uei u^-r ,r I ' ^ ,, 

mü.ssmi narh rleni Sehl!iii,sit/:i’ mhi Sr 111 o,. h . 
idctiiiseli vei'st'h H' (}id.* it , d, Ii, r'.*H iuhu 

P An 

1 he.oiiJU‘‘!i, (ii** *dri,i u 

dalißi nicht als '* "ta‘inan«l*'r \t 

tJ' Vgl. I Kap, IL K, 




V. Zusammensetziing homogener linearer Differenzenansdrücke. 


OD 


sein. Indem wir die Klammer (and den Index 1) unterdrücken^ können 
wir diese Gleichung kürzer schreiben : 

( 11 ) p-bq, 

und wir sagen: Der Differenmiausdruck P{y^ ist aus den Differenzen- 
ausdrücJcen Q{yf) und JR(yf) in dieser hestimmten Reihenfolge zusammen- 
gesetzt; d. h. er geht aus R(y^ dadurch heiwor^ daß man darin y^ 
durch den Differenzenausdruck Q{y^) ersetzt, oder dadurch, daß man 
die durch das Symbol B dargestellte Operation ausübt. 
Wir haben also den 

Satz: Die linlce Seite einer homogenen lineareit Differenzengleichung 
= 0, die durch alle Lösungen einer homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung Q{yf) = 0 lefriedigt wird, läßt sich aus Q(yf) und aus 
einem durch P und Q eindeutig bestimmten Differenzenausdruch Ji!, 
dessen Ordnung gleich der Differenz der Ordnungszahlen von P und Q 
ist, zusammensetzen; die Koefßzienten von B sind rationale Funlüionen 
der Koefßdenten p'f', qf und der suhzessiven Werte der also ins- 
besondere rationale Fwnktionen von x, wenn die Koeffisienten und g® 
rationale Funldionen von x sind. 

Ist umgekehrt ein Dififerenzenausdruck F aus den. beiden Diffe- 
renzenausdrücken Q und li zusammengesetzt, besteht also die G-lei- 
cbung (11), so ist die Ordnungszahl toh P gleich der Summe dei’ 
Ordnungszahlen von Q und li, und die Differenzengleichung P(yJ = 0 
wird durch alle Lösungen von ^(</J = 0 befriedigt. Ferner ""sieht 
man ohne weiteres, daß der Koeffizient von in P gleich dem 
Produkt der Koeffizienten von y^ in Q und P ist; 


J: X X 'J-x ’ 


{ni = n + v) , 


und zwar können die Koeffizienten g^'"'^ und von Null verschieden 
vorausgesetzt werden, falls nicht Q oder R identisch verschwindet, da 
sich sonst Q und li auf Differenzenausdrücke niedrigerer Ordnung 
reduzieren ij; daher ist auch p^‘"^+0. Den Ausdruck P= QB nennt 
man das (symbolische) Produkt der Ausdrücke Q und B- dieser Be- 
griff hißt sieh sofort auf mehrere Differenzenausdrücke ausdehnen, z. B. 

F=^T8BQ, 

und auch für einen solchen Ausdruck gilt der eben' ausgesprochene 
Satz über die Koeffizienten von y^. 

Für das symbolische Produkt linearer Differenzenausdrücke gilt 
ferner offenbar das assoziative und das distributive Gesetz, d. h. es ist 


1) Vgl. 1. Kap., I. 



56 2. Kap. Formale Theorien. 1. Teil. 

(12) (SB)Q^S(BQ)^SBQ 
und 

(13) {S±B)Q = SQ±BQ, Q(8±B)==: QS±QB’, 

dagegen gilt im allgemeinen nicht das Iwmynutative d. h. es ist 

im allgemeinen 

P<2+ Q^-^) 

Da der Koeffizient von in einem zusammengesetzten Differenzen- 
ausdruck gleich dem Produkt aus den Koeffizienten von in den 
(symbolischen) Faktoren ist, so erhält man nach dem oben Gresagten 
durch Zusammensetzung mehrerer nicht identisch verschwindender 
Differenzenausdrücke wieder einen nicht identisch verschwindenden 
Differenzenausdruck. Wenn also das (symlolisclie) ProduM mehrerer 
Bifferenzenausdrücke identisch Null ist, so muß einer seiner Faktoren 
identisch gleich Null sein. Wenn z. B. 

P^SBQ 

identisch verschwindet und es sind Q und 8 nicht identisch gleich 
Null, so muß B identisch gleich Null sein. Aus 

SQ=^BQ oder QS^QB, 

d. h. nach (13) aus 

{ß — B)Q-=0 oder Q{8 — J?) = 0 
folgt daher, wenn Q + 0 ist, notwendig 8 = B. 

TI. Der größte gemeinsame Teiler 2) und das kleinste Tielfaclie'^) 
zweier homogener linearer Differenzenaiisdrücke. 

Wenn zwei homogene lineare Differenzengleichungen 

(1) = 0 und (2) = 0 

gemeinsame Lösungen besitzen, so konnten wir durch das Kettenbruch- 
verfahren einen homogenen linearen Differenzenausdruck T(^y,^) her- 
steilen, dessen Koeffizienten sich aus denen von (1) und (2) und deren 
sukzessiven Werten rational zusammensetzen und der, gleich Null ge- 
setzt, die sämtlichen gemeinsamen Lösungen von (1) und (2) und nur 
diese liefert (vgl. Nr. IV). Ferner können wir, da alle Lösungen von 
^ 0 sowohl die Gleichung (1) als auch die Gleichung (2) be- 


1) Vgl 6. Kap., IV, C. 

2) Fincherle, 6. u. 9.; Mansion, 1.; Guldberg, 5.; W. 

3) Guldberg, 10.; W. Vgl. Stexjlxanscny 2. 


VL Der größte gemeinsame Teiler und das kleinste Vielfache. 
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vf 
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friedigen, nach den Auseinandersetzungen in Nr. V die Differenzen- 
ausdrücke P und Q in der symbolischen Form von Produkten 

(14) P=^ET, Q^^ST 

schreiben, worin P und S homogene lineare Differenzenausdrücbe be- 
deuten, deren Koeffizienten sich ebenfalls aus denen von P und Q 
und deren sukzessiven Werten rational zusammensetzen. Ist m die 
Ordnungszahl von P, n die von und 2 die von T {X^n), 

so ist P von der Ordnung m — l und S von der Ordnung n ■— X. Die 
Ordnung X von T gibt die Anzahl der linear unabhängigen Lösungen 
an, welche die Gleichungen (1) und (2) gemeinsam haben; daher sind 
die Ausdrücke P und S nicht weiter in der symbolischen Form 
R^LU, Ä-JlfP zerlegbar, woriu XI einen homogenen linearen 
Differenzenansdruck Ordnung (ft > 0) bedeutet, da sonst nach 
(12) aus 

P= (iZ7)T = i(ÜT), M{TJT) 

folgen würde, daß die Gleichungen (1) und (2) 1 + ft linear unab- 
hängige Lösungen gemeinsam hätten. Wir können daher den Aus- 
druck T als den größten gemeinsamen (symlolischen) Teiler von T 
und Q iezeichnen. 

Aber auch der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfcxhen findet 
sein Analogon in der Theorie der homogenen linearen Differenzen- 
ausdrücke. In der Tat läßt sich durch rationale Prozesse eine (bis 
auf einen Faktor in x) eindeutig bestimmte homogene lineare Diffe- 
renzengleichung niedrigster Ordnung hersteUen, welche sowohl durch 
die Lösungen von (1) als auch diejenigen von (2) befriedigt wird. 
Es sei 

(15) F(j/J = 0 

diese Differenzengleichung; dann muß nach Nr. V: 

(16) r^AP = TQ 


sein, worin auch A und S homogene lineare Differenzenausdrücke 
bedeuten. Wir nehmen nun zunächst an, daß die Gleichungen (1) 
und (2) keine gemeinsamen Lösungen, d. h. die Ausdrücke P und Q 
keinen gemeinsamen Teiler besitzen; dann wird die Gleichung (15) 
jedenfalls durch die Lösungen von (1) und (2); 


(17) 


y':!\ 






(,i) 

• V % 


befriedigt, und diese sind linear unabhängig, da aus dem Bestehen 
einer Relation (3) (Nr. IV) die Gleichheit zweier Lösungen von (1) 
und (2) folgen würde, entgegen unserer Annahme. Da nun V{y^ == 0 
die Gleichung niedrigster Ordnung sein soll, welche durch die Lösungen 
von (1) und (2) befriedigt wird, so darf die Gleichung (15) auch 
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keine tveiteren von den Lösungen (17) linear unabhängigen Lösungen 
besitzen; diese bilden daher ein Fundamentalsystem der Gleichung (15); 
daraus folgte daß der Differenzenausdruck genau von der Ord- 

nung m n ist. 

Wenn dagegen P und Q den größten gemeinsamen Teiler T von 
der Ordnung 1 besitzen^ also nach (14) 

P = RT, Q = ST 

ist^ so haben die Ausdrücke B von der Ordnung m — X und S von 
der Ordnung n — X keinen gemeinsamen Teiler mehr; ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfache 

U==ÄR^B8 


ist daher nach dem Vorangehenden von der Ordnung m — X + n X 
= m n — 2X. 

Wir hehaupfen nun, daß F= UT das Meinste Vielfache der Aus- 
drücke P und Q ist; in der Tat ist nach (12): 

F= PP=(AP)P= A(PP) = .4P, 

F= UT^(BS)T ^B{ST) === BQ- 

ferner ist F von der Ordnung {m i-n~-2X) + X == m n X, und 
daß F nicht von kleinerer Ordnung sein kann, T^ird ähnlich wie oben 
bewiesen. 

Wenn also mmi homogene lineare Differemenausdrücke von der 
Ordnung m Im, n keinen gemeinsamen Teiler lesiUen, so ist ihr kleinstes 
geyneinsames Vielfache von der Ordnung m n; loesitzen sie dagegen 
den größten gemeinsamen Teiler von der Ordnung X, so ist ihr Ideinstes 
Vielfache von der Ordnung m n — X. 

Wir schreiten nun zur wirklichen Herstellung des kleinsten Viel- 
fachen der beiden Differenzenausdrücke P und Q, die wir nach den 
vorhergehenden Auseinandersetzungen ohne gemeinsamen Teiler voraus- 
setzen dürfen, da die Abtrennung eines solchen etwaigen Teilers nach 
dem Kettenbruchverfahren durch rationale Prozesse geschehen, kann. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir die Relation 

(16) V^AP^BQ, 

worin die zu suchenden Differenzen ausdrücke A und B von der Ord- 
nung n bzw. m sind: 




B: 


'3:+! H + O'l (a™, + 0), 

+ • • • + (h^\ 0 ). 

Wenn wir uns auch P und Q nach aufsteigenden sukzessiven Werten 
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geordnet denken^ so ist: 

- »r>ri"'V,+ '>+ . + «iv:.,, 

3 ” evr !(,+ (f-r e-'+ -“«n.) ?.«+ - + 


x-\-m+nJ 

'-t-m+w* 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von v , v w 

I «~v TJ. 1 X 7 ij X -}- 1 7 J X + Wi 4“ 71 

Leiten wir das (ileicnungssystem : 


0 


p 




p™ 0.™ + «™ 6™ + o“ 7,™ 

+ T I^xi-71% ^x + m~l^x ^ ^x + m^x ’ 


o(0) ^(0) 


v(0) 7.(0) 




iS sind m + ^ H- 1 homogene lineare Gleichungen für die m + n + 2 
bekannten aj'’^ . . deren Verhältnisse sich 

faus sxikzessive berechnen lassen; dieselben sind rationale Funk- 
len der Koeffizienten p^, und ihrer sukzessiven Werte. 

Aus dem Gleichungssystem ( 18 ) ergibt sich noch eine neue Form 
Bedingung für die Existenz gemeinsamer Lösungen der Gleichungen 
und ( 2 ), d. h. für die Existenz eines gemeinsamen Teilers der Aus- 
cke P und Q' dieselbe ist nämlich, wie wir gesehen haben, gleich- 
eutend damit, daß die Ordnungszahl des kleinsten gemeinsamen 
Ifachen kleiner als m n wird. Ist aber a® = 0 und daher 
fern q^^^ 4= 0 auch == 0, so stellt das System ( 18 ) m-j- n homo- 
e lineare Gleichungen für die m-\-n Unbekannten 
' • ' '^x nicht sämtlich verschwinden dürfen^ da sonst F 

ihisch Null wäre. Es muß also die Determinante 

0 0 . . . 

p':l 0 . . . 

0 0 0 . . 

; dies ist die gesuchte Bedingung, die natürlich mit J? = 0 (Nr. IV, 
(ö)) übereinstimmen muß. 


0 0 . . . 

sf“'' 0 •• • 

. 0 0 0 .. 
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1. Beispiel (W.). 

Q{y^ = 9fy^+i-y.fy^^^’ (^^ + 0)- 

Es sei ri^ eine Lösung von ^(«/J = 0; 

_2? 

’?*+!'“ 7 ( 0 )'^®’ '^*+2 — „( 0 ) '^*+1 „( 0 ) „( 0 ) V *3 

^X + 1 'ä-x+l 'd-x 

Pf,, W , (1)_2_^_L,,(2) 

-^vlx) ^a; + 2 '-^iB + ^x x ^(0) ^(0) 


iü + 1 


iio 


( 0 ) 


+i’rh.- 


Die Resultante B = \a^\ besteht hier aus dem einzigen Gliede 


»d ; es ist also: 
J? = 


äi“lx 




Die Bedingung für eine gemeinsame Lösung ist B = 0, oder, da 

izi“’+0: 

+P^h^h!l, +pTCyfi^ = 0- 

Zweite Form der Bedingung: Das kleinste Vielfache von P und 
Q sei V-=AB==BQ, worin 


;BH-2 


-i(2/J ^(^x^yx + <^x Vx^i ^ Kvx) - K Vx + K Vx-^i + ^x y. 

AP = af 2/..+1 

+ («f i’f + y^+3 + i’i+iJ'x+s ^ 

i>’(2 = - &f + (&f 2® - !?i + ,) 2/^ + 1 

Durch_ Vergleichung 'der Koeffizienten von y^, y^^^ er- 

ö*ibt sich: 


Ip'fO'x'' 


-^a; ic ^ 

a? 


aa;+l"a; 7 


«w bW_a« 

ra: + l"a: äa: + 2 » J 

(0) J(0) 

Sa: +2"® • 
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Aus diesem Gleicliungssystem lassen sich, die vier Verhältnisse 


j(0) J,(1) 

6(2) 



Bedingung für 

X X 

X 

, berechnen; 

die 

Lösung war a 

(0) ^ 
x 

= d. ] 

X f 

b. 





[?>)”<■“+ ä“ 

X 

= 0, 





X 

+ = 0. 








also 


,( 2 ) 




P. 


( 1 ) 


P. 


( 0 ) 


- 

0 


(0) 


( 1 ) 

^cc+l 


0 , 


oder ausgerechnet: 

(^) (0) (0) , =0. 

Diese Bedingung stimmt in der Tat mit der oben gefundenen überein. 

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit == == 1 

voraussetzen; dann lautet die Bedingung für eine gemeinsame Lösung 
der beiden Differenzengleichungen 


■P(2/®) = Vx+i + l>x^ Vx+i + Vx = 0, = Vx+i — dx^ Ux = 

pf = - af (vx^ €1) ■ 

Tn der Tat wird, wenn 

^(Px) = Vx + t +PTyx + l - ix^iPx^ + öi+l) Vx 

P = IiQ, 

^(Px) = 2/^ + 1 + {Px^ + ^i + l) ^x- 
2. Beispiel (W.).'^') 

^{Px>yx) = yx+$ +Px'’yx+i + Px^^x = 

Qiix, Vx) = yx+2 + ix^yx+i + ix^yx = o- 
1 ?^ Lösung von Q(q^, = 0: = — ix^ ^x+i “ i? Px ; 


0 ; 


ist: 

wo 


1) Ygl. Stephansen, 2* 
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Vx) = {Px^ — qx^)vx + (Px^ - Qx^)Vx + l = <^x^% ^^Vx + l . 


fai 4- 1 ‘ 


J? = 


^(Px + l> Vx + l) + iSx^ Vx'^ {^x + 1 “ + 1 V 

Die Resultante ist liier also 

und B = 0 die Bedingung für eine gemeinsame Lösung. 

Das kleinste Vielfache Ton P und Q sei wieder V= ÄP = BQ, 
worin 


^£C +1 


+ + + ““’r® !)».« + + 


4" 4 ^ 




+ (^f + + '’^T^xl^Vx + i^ + 


a’4-4 * 


Durch Vergleichung der Koeffizienten Ton y,,, y^^^^ 

y,.^^ erhält man fünf homogene lineare Gleichungen für die sechs 
Größen a®, a^\ bf\ deren Verhältnisse daraus be- 

rechnet werden können. Die Bedingung für eine gemeinsame Lösuncr 
ist wieder = 0, also: 


X X 




^ X X ' X+1 X -^X X ' -l-X+1 X ^ 








b^\ 

X ^ 


(2) 
^ X 

0 


0 

pf 

n® 

t^x + i. 


(2) 

1 

pW 
i^X + l 

1 

q 

^x+l 

0 

1 

0 

1 


woraus 



VI. Der größte gemeinsame Teiler und das kleinste Vielfache. 

folgt; durch Subtraktion der dritten von der ersten, der vierten 
der zweiten Kolonne ergibt sieb: 


7(8) 


,(ä) 


^(1) j(2) (1) (2) 

^x+1 % % + l 


0 

0 

X 

0 


.-r+1 


(1) 

J-X + l 


1 

r A 

0 0 1 



X 

0 

e 

== 

X 

^x + 1 



0 

X+1 

1 




(2) 




(1) 


0 



X 

— 

.-B + l 


d® 

d®, 

Q rl (^) 

^x .T 4- 1 


d? 

iB + 1 
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Drittes Kapitel 

Formale Theorien. 2. Teil. 


I. Keduktion der Ordnung einer honiogeiieii linearen Oiflereiiz<‘n- 
gleichung bei Kenntnis einiger partikuISrer Lösungen. ‘ i 

Es sei eine komogene lineare Differenzengleichung 

( 1 ) ‘ ■■ 

■ ■ f It. (/if fO), 

vorgelegt und eine von Isull verschiedene PartikiiiurlÖHUiig derHeiheii, 
bekannt. Nun ist, wenn man <lie Forme! 


+ k "1" ‘ f A*.: 

berücksichtigt: 

^(Vx^x) — Px ' Vx^x "h Px Vx f 1 +' i 2 * t 

„ä„ ■■+’/,., „fe,+ «A.., . .. i A-.-,,. 

P(V.)-P(%K+ /’fijJA-, i /',I.„1A% 

worin 


ist^ far die Gleichung: 


, f l'A.:, i A».',I 




t ^ ■, !■ 

h.r .1,1 

■ ( '! 

' /■ 

kV . . , n) 


MO re.snltier!, 

<in i'(i 

>i.f, ... j 1^^ ^^ 

’ A”::,. 

!■; Wii/Ifnhfiij, <»., Xr 1 
.... '■'>1 •' ■ r l 

1, 

1 C t 
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oder, wenn man d. h. setzt und die Formel 

= (D l)*Wa: 0 

bertcksichagt^Jür die homogene imeme Differeneengleiohnng 


(4) ^ «(».) B sfo, + + ■■■ + _ 0 . 

Darin ist 
und 


(+ 0 ) 


ai ^ — Fs + P3 (i; ® j f- (_ 1)« - 1^^ 


5) 

Ix + 71. • 


Der Koeffizient von (V = 1, 2, . . ., ,*) in j f ist 

( 1 ) ~ ( 2 ) + ( 3 ) + = 1; 


da 


ist; also 


(1 1 )”- 1 - (;;) + (;) - + (_ _ 0 

und daher auch =|= 0. 

der n.tr‘ r ““ verschiedene roriiMarlesung 

uei Weichung (4), so ist ® 

ein. „eit. Lösung der rorgelegten ffleichnng (1), „nd ist umgekehrt 

eme zweite Losung von (1)^ so ist 

^ ,/i) 

Jx •* 

eine Lösung von (4). Selaen wir in (4) 

renze?glLrntgV-'2y“-''o^lm^ homogene lineare Dille- 

O * 

(5) I . (™-2) 

* ‘'i« ^ ^.r ®d: + i i +r^ 

. 1) 1. Kap., I. 2) Wallenberg, 6., Nr. 1 . 

Wallenberg: Lineare Differemeagleiohungen. , 
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Ist ferner rjf' eine Partiknlarlösung der Gleichung (ö), so ist 
rif' ^ ® eine zweite Lösung Ton (4) und 

eine dritte Lösung von (1); und ist umgekehrt 2/® eine dritte Lösung 
von (1), so ist 


% 


( 8 ) _ 


2/f 

„( 1 ) 


.(3) 

'X 

Tw 


eine Lösung von (5). Fährt inan so fort^ so gelangt man schließlich 
zu einer Differenzen gleichung erster Ordnung 


deren Lösungen die Form 


haben ^); ist eine solche (von Null verschiedene) Lösung, so ist 


% 




eine Partikularlösung von (1). Die so gewonnenen n Lösungen 
(==: bilden ein Fundamentalsystem der Diffe- 

renmzgleichung (1). Denn bestünde zwischen denselben eine Relation 

H 1- ^nVx^ = 0 

mit „konstanten^‘ Koeffizienten, so würde nach Division durch y^^ = 
folgen: 

«»1 + H '"Fl 

und wenn wir diese Gleichung „differentiieren^^^): 


Vx^F ^ 




nach Division durch und abermalige „Differentiation^^ ergibt sich 


«‘ivT H + 71 f' ■ • = 0. 


1) Ygl. 1. Kap., II, C. 

2) D. h. wir bilden, wenn die Gleichung G^=0 lautet, A G^— 0; 

dabei ist zu beachten, daß die Symbole A und E inverse Operationen daxstellen, 
welche, nacheinander angewendet, sich auf heben (vgl. 1. Kap.;, II, B). 
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Fährt man so fort, so erhält man schließlich 

also, da + 0 ist, = 0; folglich ergibt sich aus der vorher- 
gehenden Gleichung 

®«-l + = 0, 

daß auch (a^_j = 0, und ebenso weiter, daß = 0, . . ., = 0 

m 1 ^ “öß*en. Die Lösungen bilden’ also eü^ 

Jb unaamentalsjstem von (1).^) 

Zwischen den Determinanten der Fundamentalsysteme der so er- 
naltenen sukzessiven Differenzengleichungen P=0 (> = 0 B = 0 
besteht eine bemerkenswerte Beziehung: Wir hatten gefunden, daß in 
der Differenzengieichung (4) 


■^x 


0 - 1 ) 


, ^(0)_ 
'‘x + n> % ~ 




ist; daher ist, wenn die Determinante der Fundamentallösungen von (4) 
mit bezeichnet wird, nach dem SeymannsahQ^ Satze 2): 




d = (_ D» - 1 J±__ _ / _ ly, (0) JlA 


.(1) 
ix 

ix + 71 


und in Gleichung (1) nach demselben Satze: 

durch Vergleichung der beiden daraus entspringenden Werte für 
ergibt sich 


( 0 > 






Ad) 

^x+1 



in derselben Weise folgt 


A« ’ 

X 



a(i) 


lAfli 

V. ei.- 


A - 1) 

41, 

Ad) 



> 


* * 

X 

4^'^ ’ 

also ist 


1 

V d) T) d) 

‘X 4- 71 'ix +71 — 1 

4^2^^ 

4ii 


und daher 



viP 4^^ 





w .r) - »27 ■ 27->it ■ ■ ■ 27 Vf ■ ’> 

'•=0 r =0 r = 0 

.1) Guldberg, 3. 2) 2. Kap., HI, Gl. (3). 3) WalJenierg, 6 ., Nr. 1 

5:1: 
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Ganz analog beweist man die allgemeinere Relation: 

(7) 2/f ) = ®']7 • 17 tl 

y=0 r=0 r=0 

darin bedeuten co und m' „Konstanten''. Ein zweiter Beweis für diese 

Beziehungen ergibt sieb unmittelbar aus der im 2. Kapitel^ I, B auf- 

aesteUten Determinantenrelation (6), da die dort auftretenden Größen 
.0 _ 


-1) (Q 


ih) 


offenbar mit den (1 = 1,2, ...,n) identisch sind. 


Vx ^ ' 

Ans unseren obigen Auseinandersetzungen geht noch folgendes 

hervor: Wenn die Differenzengleichnng (4), deren Koeffizienten rationale 
Funktionen von , pf , . . ., yf, y%„ ■ ■ •, sind, die Fun- 
damentallösungen besitzt, so bilden die Funktionen 






ein Fundamentalsjstem toii (1); denn aus einer Relation 

+ “sj/f 2 + • • • + 2 ^ 

würde nach Division durch yf und „Differentiation" folgen: 

was der Voraussetzung widerspricht. Kennt man also eine Lösung 
der Gleichung (1), so erhält man die übrigen durch Auflösung einer 
homogen linearen Differenzengleichung (« — 1)*“ Ordnung und n — 1 
einfache Summationen. 

Kennt man swei linear unabhängige Lösungen der Gleichung (1), 
2 /® und so ist -t;® ==A^eine von Null verschiedene Lösung der 


Gleichung (4), sodaß diese auf die Differenzengleichung (li — 2j‘“ Ord- 
nung (5) reduziert werden kann, deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen von 2 ® (ff, . . ., ff, d. h. rationale 

Funktionen von _pf, %ff , . . y^ff---, l/ff,,, ff,---, ff+„ 

sind. Besitzt dieselbe die Fundamentallösungen rff, . . ., 
bilden die Funktionen 


SO 






yz C y:'Z< ’ • ■ •’ 


y,ff' 


- 2 ) 






y\ 


xo 


ein Fuiidamentalsystem von (1); denn aus einer Relation 
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•würde nacli Division durch und Ausübung der Operation A, darauf- 

( 2 ) 

folgender Division durch = A— und nochmaliger „Differentiation" 
folgen: 

^ + • • • + = 0 , 


vras der Voraussetzung widerspricht. — Kennt man also zwei Lösungen 
der Gleichung (1), so erhält man die übrigen durch Auflösung einer 
homogenen linearen Differenzengleichung (n — 2)*“’' Ordnung und n — 2 
zweifache Summationen. So weiter schließend erhält man folgenden Satz 9) 
Kennt man h linear unabhängige Lösungen y^\ . . ., einer homo- 
genen linearen Biff erensengleichung (l), so erhältmandie übrigen n—hEle- 
mente eines Fundamentalsystems von (1) durch Auflösung einer homogenen 

UnearenBifferensengleichung(n-liy" Ordnung, derenKoeffmentenrationale 

FunMionen von „W „(0. 


„( 1 ) 


y^+n sind, und durch 




l’x + l} ■ 




yx >■■■> y^ 

Je Ic-facJie Summationen. Kennt 


man insbesondere n — 1 linear unabhängige Lösungen, so erhält man 
die n“ Lösung des Fundamentalsystems durch eine Quadratur und eine 
(n — 1)- fache Summation. 


1. Beispiel. (W.) 

Die Differenzengleichung zweiter Ordnung 


P{yx) = fTvx + -f yx+% = 0 

mit der Partikularlösung geht durch die Substitution w.= 

über m 


aus dieser ergibt sich 


<3 K) = + 1 - L'x ^ «L- = 0 ; 

'ix + 2 


also 



1 


2/..= ^^ x 2 j TV“ 


A: 'a’ + l 


in Übereinstimmung mit einem früheren Resultat.^) Der Ausdruck 
für y^ stellt übrigens die allgemeine Lösung von P{yf) = 0 dar, da die 

Summe noch eine willkürliche „Konstante" enthält. 


1) W. 


2) 2. Kap., in, 1. Anwendung. 
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3. Kap. Formalo ThtMjriejj. -J. T'eil, 


i ir. i 

Die Difierenzengleieliinig Oriiiiiuig 

P(yj ^pTy.v + /'x' '//..■ M + Pr !P . a f !i, . , (I 

mit der Partikularlösuiig y/^' =. geht durch di.* .Sidi.fitutiun 

»x “ber in die (ileiciuing zweiter Ordnung 

QiiQ s= - + {jr „ f .|i 

Ist ijj“' eine Lösung von /L* v/ t ‘ 

zweite Lösung von iXf/J 0, iin«! unigokrhri 

. •'l'.v. 'o',. 


Ti ' ='"™ Zl --™* «a 

.V," 




Durch die Suhstitntion iiy ' ** *5*'»*<' i» 'ii«‘ 

Gleichung erster Ordnung 


It(rJ) = )•,. // 


I 


oder in 


0 'if 

J ;5 

. :i 


^*.r « :i ;; 

n .. 'i:. ... I I 


V 'L .'L‘. 1 V '0 . I . 

.'L.u.V.;, .'L' , 


Die Lösung von A’t r, . ti laul,.f 

«i. --I ^ , < 

. I ^ V n, ■?,, , J 

und da,.her di<» dritto .lint*ar unaidiujjirig«* Lr»siii.i'4 viüi . ii* 

t . V* = V'* 

P/2l 2l 

worm für »/]■' und )^;‘'die oben utigei.o.ljeneu Au drück,- .iurch u A // 
und deren sukzessiv..* VVerit* einzusctz.*« .'iind. 
liir I>j. I> in/, t/J", if^'j crgiiit sich unch 


I> 


Jllso 


,r «■ I 

/>, 




Pr 


n,r\ n;\ , i, 

n/ 


'■"'x 'cf'. 1 1 ,,.'.. . ‘ , 
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IL Yielfache Lösungen. 


Wenn 


y^ + n-\ + Vx + n 


n. Vielfache Lösungen.^) 

( 1 ) 

gesetzt wird, so war nach Nr. I dieses Kapitels: 

(^) ^iVx^x) = P(yx)^x + -Pi (j/x) a:s^ + P j (t/j h 

worin ' 

(3) P/yJ = 2/,+, + + ■•• + (”) Vx+n 

■X ■ . . (>!-=l,2,...n) 

ist; insbesondere ist 

+ = 2/.^+„(+ 0). 

Setzt man in (2) ^^=^^^und berücksichtigt die PormeP): 

(r) ^ (r-l)’ ■ (r) ^ (r-J (*)= 1) 

(r) ^ «>«", 

SO erhält man, 

(*) f (3/.) + (,1.) r.fe)+...+«P,_,fc) + P^(^j, 

(r = 0, 1, .. ., 5^— 1 ); 

insbesondere ergibt sich 

P(xy^) = ^P(*/.,) + Pi(y.J, 


'x(x — 1) 


I/J = 


x(x — 1) 


P(2/J + ^Pi( 2 /J+P,(j/J, usf. 


Aus diesen Gleichungen kann man sukzessive PJy ) P (y ) 
durch P( 2 /J, Pixy^), P ((^ 2 /,) , . . ., ausdrücken; z. b! 'ist ' 


Pi iVx) = - osP{y^) , 

sodaß P,( 2 /J mit der von Pinchm-le^) so genannten „funktionalen 
Ableitung von P(«/J übereinstimmt. Allgemeiner besteht zwischen 
zwei aufeinander folgenden „Ableitungen'' P,{y^) die Rekursionsformel 

^kil/x) ~ 77 [Pi--i(^2/.J + /»' — 1) Pi._i(2/,j.)], 

ilc==l,2,...,n;P, = P), 
wie man leicht verifiziert.^) 


1) Giildherg^ 1., 3,j 11.- W. 

2) Siehe z. B. Beliwanoff\ 2,j S. 3. 

3) Math. Ann. 49, 378 (1897). 4 ) W. 
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Ist nun für «/^= 0) 

P(i?,) = 0, Pj == 0, . . ., P;,_i = 0 (2 < n), 

so folgt aus den Gleichungen (4) für r=l, 2, ... 1 — 1 sukzessive: 

= 0) P (^( 2 ) •>?*) = 0 ,..., P({j^_^j)'ti^) = 0 (und umgekehrt); 
d. h. die Gleichung P( 2 /J = 0 besitzt die Lösungen 

oder auch, durch geeignete homogene lineare Verbindungen derselben 
mit konstanten Koeffizienten, die Lösuno-en 

dieselben sind linear unabhängig, da eine homogene lineare Relation 
mit ,,tonstanten^^ Koeffizienten 


•• • + CD^x^-'^ri^= 0 

wegen 0 

(Di + co2X+ + 1 = 0 

für jeden Wert von z. B. für x, x + 1, x + 2, . . ., also 


®1 = 0> »2=0,..., 03;. == 0 

nach sich zieht. 

Eine solche Lösung heißt eine X-fache Lösung der Gleichuim 
P(«/.,) = 0; sie repräsentiert X verschiedene Lösungen, da die Punlc^ 
tionen (6) wegen ihrer linearen Unabhängigkeit als X Elemente zu 
dem Aufbau eines Fundamentalsjstems von (1) benutzt werden 
können. 

Setzt man in der identischen Gleichung (5) an Stelle 

von so erhält man: 


-Pi 


1 


Ic 


P2 = P). 


loigt daher sukzessive: 


Pi._i(x<'3;,,) = 0 


^kiVcc) 0? ^ki^Vx) PiC®^' = 0. 


Das heißt: Mne {q + 1)- fache Lösung von Pi._i(y,,) = 0 ist 
Q-fache Lösung von P^iy^ = 0. Ist z. B. eine 2- fache Lösung von 
= 0) so ist sie (2 — l)-fache Lösung von Pi( 2 /.,) = 0, (2 — 2)-fache 


1) Vgl. 2. Kap., II, B. 



11. Vielfache Lösungen. 
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TT ~ 2-faclie Lösung von JPx-~ 2 iy^) = 0 und 

endlich l-fache Losung von ==: 0. 

Besitzt die Gleichung F{y^) = 0 eine und mir eme l-fache Lösun 
yj , obigem die Gleichung = 0 dieselbe Lösun 

(1 - l)-fach, d. h. die Gleichung P(i/J = 0 besitzt die Lösungen 




K.l-1 


Vx, 


und die Gleichung P^ (y^) = 0 die Lösungen 


Vx> 




beide haben also die gemeinsamen Lösungen 

( 7 ) 




Vx 


und Jceine anderen gemeinschaftlichen Lösungen. Ist daher T der 
^•ößte gemeinsame (symbolische) Teiler i) von P und P, so besitzt 
die homogene hneare Differenzengleichung P(«/J = 0 nur die Lösungen 
(7h ist also eine Gleichung {X — ly^^' Ordnung: 

(8) ^(Vx) = €yx + 2/^+1 + • ■ • + + y,+x-i = 0, 

deren Koeffizienten nach Früherem rationale Funktionen von 

Y) Y) ~ 

und deren sukzessiven Werten sind. Die „abgeleiteten“ Differenzen- 
gleichungen 

TxiVx) = 0, P,(yJ = 0, . . ., P, _,(*/,,) = 0 

besitzen sämtlich die Lösung insbesondere ist 

'' yx + X-% + + 

also eine Lösung der Differenzengleichung erster Ordnung 

— l)2/x-t-l + '>'x~)Xiyx=^ 

aus welcher sich 

ergibt"). Ist aber ri^ bekannt, so kennen wir auch die 1 linear un- 
abhängigen Lösungen 

^x, ■■ ■, oe\-^nx 

der Gleichung P(|/J = 0 und können daher nach Kr. I dieses Ka- 
pitels diese Gleichung auf eine solche {n — X)^^ Ordnung reduzieren. 


1) 2. Kap., VI. 


2) Vgl. 1. Kap., I u. II, C. 


m aq 
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3. Kap. Formale Theorien. 2. Teil. 


Wir haben also den Satz^): Besitzt eine homogene lineare Diffe- 
renzengleichung Ordnung eine und nur eine X-fache Lösung, so kanfi 
man diese durch einfache Quadratur finden; diese BifferenzengleicJmnc, 
läßt sich alsdann von ihrer mehrfachen Lösung hefreien und auf eine 
ho7nogene lineare Bifferemengleichung (n — Xy^^^ Ordnung reduzieren. 


in. Zerlegung eines homogenen linearen Differenzenausdruekes 
in homogene lineare Differenzenausdrücke erster Ordnung. 2) 

Setzt man 


X >X ^ X *X + i Ix y X »X + 2 'tx i-l 'L ? ‘ ‘ ? 


X + ix+n~2 


(n) 


worin rif, rif, . . die in Fr. I dieses Kapitels definierten Punk- 
tionen sind, so lassen sick die Lösungen der Gleichung P(«/j = 0 in 
folgender Form darstellen: ^ 


y. 




(2) 


yr=K' Z:;ßr’ yi 


"’x + l 


>ri 


„( 3 ) 


(«) 




u, 

(n 

'x + 1 


Ferner war nach Nr. I dieses Kapitels, Gl. f6) u. (7): 


also bei geeigneter Normierung der Lösungen . . ., die ja mit 
einer beliebigen „Konstanten" multipliziert werden können: 


( 1 ) 


,(i) 




-5?W. 


Jedes u>‘> ganügt einer homogenen linearen Diffetenzengleicliimg erater 

Ordnung 




/.W 


(4) yx+1 _ (M 2/,i. 0. 


1) Guldberg, 5., S. 9—11. 

2) Pincherle, 6. u. 9., §§ 286-290; Bortolotti, 3.; TT. 
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Die Differenzengleicjiung P(«/J = 0 wird durch die einzige Lösung 
Vx = ^<'x der Differenzengleichung 


A(yx)^yx+i 


^ + 1 


yx=o 


befriedigt daher ist nach dem 2. Kap., V: 

F = B,A„ 

worin Pj einen homogenen linearen Differenzenausdruck {n — 1) ter Ord- 
nung bedeutet. Da nur für verschwindet, 

ar\ icj-l: \ / ' 


SO ist 
und da 


(yx^) +0; (fi = 2,3,.. n) : 
F{y^'>) = B,A, ( 2 /f ) =0 (7c = 1, 2, . . ., n) 


ist, so besitzt die homogene lineare Dififerenzengleichung Pi(j/J = 0 
die « — 1 von Null verschiedenen Lösungen A, (1: = 2 3 * «'i 

d. h. die Lösungen j > ^ 


,,(1) (1) .. 


'x 


Ul 


oder nach Nr. I dieses Kapitels: 


y,(8) 






('0 


( 2 ) ( 0)^7 . 

Daher folgt in derselben Weise wie oben 

-®i = f^a^, 

worin ein homogener linearer Dififerenzenausdruck (n 2)‘®'' Ord- 

nung ist, und die Gleichung B^(yj = 0 besitzt die n — 2 von Null 
verschiedeuen Lösungen 

^ “i ll ^ «,( “ -1) ■ 


.c + 1 


Wir haben also 

I = == J?2 A,^ A^ 5 

fährt man so fort, so erhält man schließlich 

da wegen = 1 auch = 1 sein muß. Hiermit ist dar homogene 

„Konstante“ unterscheiden, werden 
itairTerärssr^’^"'^'^ "" triviale Losung = 0 wird 



76 


3. Kap. Formale Theorien. 2. Teil. 


lineare JDlfferenmiausdrmh Ordnung in n homogene lineare Biffe- 
renmiausdrüc'ke erster Ordnung zerlegt Äusführliclier lautet die Zer- 
legung: 


(3) 

oder 
(3 a) 


ny.) 




^a; + l 


.(3) 


^x + 1 




^a:+l 


•■PW^ 




oder endlich mit Rücksicht auf (1) 

7) (w) 7) (^ - 1) T) (»* - 1) 

r 41 P(y ^ A ^ • • 

K^) ■^Kyx) 7){n)r^{n-2) 

-^X + 1 -^x ^x + 1 


2/.r 




Diese Zerlegung ergibt sich auch als Folge der im 2. Kap., I, B 
aufgestellten allgemeinen Determinantenrelation (5).^) Aus derselben 
erhält man nämlich insbesondere: 


[^x J ' • 'y üx y l/x y ' ' *y yx y yx y 2 /^*/ 

D (d {y^^\ ..., ■ ■ ,, yf ; yf ) , I) ( y W, . . . . , ,/«'>■ yjj 


oder, 

ist: 

(5) 


yftP’ •••' y^xh) 


-P A, ®.x) = •«x“;. + l A 


^(yx+v ■■■’ 2/i+i)-DA, 2/i'\ 2/i">) 


= - A- 




2/i"0 


Daraus folgt für h = n: 


^(y.. »£ ’. -, _ ■o(ä..ä.--.!' 8.) . »(y.. »?.■■■• yj-“) 

“Wyi" y?’) i>(y?J..Ä.-..,y<"8) B(y‘»,yJ>, ’ 

oder 

y'l) _ _ Ati ^ A”“'’ ^(2/., 


durch sukzessive Anwendung der Rekursionsformel (6) ergil)t sich 
aber mit Rücksicht auf Grl. (5) des 2. Kap., III die Zerlegung (4). 

1) TF. 

2) Jßoitolottiy 3. (Die Arbeit enthält einen Fehler, der hier richtiggestellt ist.) 


IIL Zerlegung eines homogenen linearen Differenzenausdruckes. 
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Hat man einmal die Möglichkeit der Zerlegung eines homogenen 
linearen Differenzenausdruckes Ordnung in solche erster 

Ordnung eingesehen: 

P = A^ _ 1 • • * A 2 A^ j 

worin 

A ^y^+i- «■kVx 

ist^ so kann man die ccj^ auch auf folgende Weise sehr einfach durch 
das Fundamentalsystem y^\ . . y^^ ausdrücken ^) : Es sei 


P^ Aj^Aj^_^ . . . A^A^^ 

und die Indizes der Pundamentalintegrale seien so gewählt^ daß die 
Gleichung === 0 die Lösungen y^^ ^ y^\ . . besitzt. Der 

Koeffizient von in Pj^ ist 1, der Koeffizient von y^ gleich 

dem Produkt (— daher ergibt sich aus dem Hey^nann- 
sehen Satze ^): 




j)0i) 

2)W ’ 


in derselben Weise ergibt sich durch Betrachtung von P^._ 

D ~ 




folglich ist 


J) {k) jj {k - 1) 


" J)ik) ' jj{k~-l) 

X X 

in Übereinstimmung mit den oben gefundenen Resultaten^ da 


ist. 


^x + l 


Beispiel: Die linke Seite der Differenzengleichung zweiter Ordnuns 


P(yx) yx^2 + Pxyx+i+Px^Vx^ o 


mit den Fundamentallösungen y!;!\ y^ läßt folgende Zerlegung in 
liomogeue lineare Differenzenausdrücke erster Ordnung zu: 

J)(ß) 0! 

PO/ ) = A A -- 

^KUx) _p(i) (.2) (0) 

■^X + 1 -^x^-1 Vx 


1) Pincherle (u. Ä^jialdi), 9., Kap. X, § 290. 

2) Vgl. 2. Kap., V. 3) 2. Kap., III, Gl. (3). 
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oder ausfülirliclier: 




^.(1) .,(2) „^(2) ^.(1) 

^:k + 1 + 2 ^ a ; 4- 1 - t - 2 

^x + l 


- 1 - 1 


ifxi-l Vx Vx + l Vx 


IV, Multiplikatoren. Adjungierte Differenzengleichung. 

Unter dem Multiplikator einer homogenen linearen Differenzen- 
gleiclinng 

(1) -P (2/J ^ 'J/aj + T* + + d + Px^ Vx = 0 2) 

versteht man eine Funktion M^ derart, daß das Produkt 
eine vollständige Differenz wird: 

Ar,p(2/J = AÖ(^J. 

Die Existenz solcher Multiplikatoren ergibt sich schon z. B. aus der 
Zerlegungsformel (3) bzw. (4) der vorigen Nr. III; denn aus dieser 
geht unmittelbar hervor, daß 

1 -^x + 1 

t«>) "b^T 

x + 1 X + 1 


ein Multiplikator von P(y^) ist. Allgemeiner folgt aus GL (5) der 
vorigen Nr. III mit Rücksicht auf 61. (7) des 2. Kap., I, C und Gl. (5) 
des 2. Kap., III, wenn man noch 


setzt: 




4 + 1 ^ W = A n) 3) ; 


die „adjungierten[^ Funktionen sind also Multiplikatoren von (1). 

Wir wollen dieses Resultat noch auf eine andere elementare Weise 
ableiten, die uns zugleich einen tieferen Einblick in die Natur der 
Multiplikatoren gestatten wird^): Ist • • •; ein Punda- 

mentalsystem von Lösungen der Gleichung (1), ihre allgemeine 
Lösung, so besteht das Gleichungssystem 


( 2 ) yx+k=" yx^h + ^2yx\-k+ 


/2) 




('«) 

TxUy 


(/c = 0, 1, 2, 


, n - 


1); 


1) Pincherle, 2. u. 0., Kap. X, §§ 298 -- 306 ; BortolotU, 2. u. 3.; Wallen- 
herg, 2. u. 8. 

2) Die neue Indexbezeichnung der Koeffizienten ist für das Folgende vor- 
teilhafter. 

3 ) Bortolotti, 2 . 


4 ) Wallenbergj 2. 
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worin die co. ,, Konstanten^' sind. Löst man diese Gleickungen nach 
den , ^Konstanten'' anf^ so erhält man: 


( 3 ) 


CO. 




i>{y^\y^\---:y!f^) 


— ^x'‘^yx+ Voo+i + — h QÄVx), 






worin wie früher (2. Kap., I, C) 


und 


= 


1 

D 


dB 

^2/i + i-i 




(1) W 

X ^ f 



(k) 


(i, Z;; 1, 2, . . ., n) 


ist; wegen der linearen Unabhängigkeit der Lösungen 
ist D 4= 0- 

Jede der Gleichungen (3) stellt eine ,, erste Lösung" von (1) dar, 
d. h. die Ausdrücke Qj,{y^) nehmen für jede Lösung von (1) einen 
„konstanten" Wert an; insbesondere ist, wie man sofort aus (3) 
ersieht : 

Qk ^Vx) = 0 , wenn i^h-, = 1 . 


Daher muß die Differenz ^ Qk{y„^-^) - Q,,{y,) für jede 

Lösung von (1) verschwinden, also nach dem 2. Kap., III mit T{y^ 
bis auf einen Faktor übereinstimmen, der sich durch Vergleichuno- 
der Koeffizienten von y^^,^ in \mAJP{y^ gleich 

ergibt. 

Folglich ist für jedes y^: 


(4) _ = 

oder ausführlicher: 


(4a) A H + ^x^l/x+n-i) 

"" + i{yx+n+ yx+n-i + ■ ■ ■ + , 

(7c=l, 2, ...,«). 

Hieraus erkennt man in der Tat, daß die Punktionen 


wo 


5f>,, (Ä=l, 2, ...,«), 
^ dB 


ist, Multiplikatoren von (1) sind; die lineare Unabhängigkeit dieser 
.,adjungierten" Funktionen ist bereits im 2. Kap., I, C bewiesen worden. 
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auf beiden Seiten Ton (^a) erhält man 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von y^, 


* *? Vx + n — l 


' 


11 

■ 

$ 

Ak) 

^x + l^ 

^(1.) 


(n 

= Px 

-1) ik) 

^x + 17 

^(2.) 

"^x + l 


-Px' 

- 2 ) (k) 

^x + lf 

.-K -hl 

{n — 

-< 


ik) 

(n-W 

^a; 

= Px^ 

(k) 

'^x + i 


x+i’ (fc = 1 , 2 , . . .7 n ) , 


( 5 ) 


Daraus ergibt sich für die 5^ (k=l, 2, . . n) die zu (1) „ad-' 
jungierte Differen^engleichung ^^ : 

(6) P(«J = + 1" pi+n-2^x+n-l + PUn-l^x+n^" 0. 

Die anderen sind, wie ebenfalls aus (5) hervorgeht, mit den 


sr durch die Gleichungen 


(k) 




+ Px 


/s = l, 2 ,...,m — 1\ 

Vä; = 1 , 1 ,...,« ) 

verbunden; man sagt: „Die Funktionen gehören mit den Funk- 

tionen sf w seihen Art, und ebenso die homogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen, denen sie genügen. ) 

Setzt man in (4a) für i^re Ausdrücke durch 

nach ni ein, so entsteht auf der linken Seite von (4a) unter dem 
Zeichen A der bilineare Differenzenausdruck P{y^,s^ ), 

P(2/^, {^x-l+Px-l ^x) J/x+«-3+ (^x-i+Px^- +pI-A) Vx+n-s 

+ ■ • ■ + {^x-n+2 +Px-n+3 ^x-«+3 + ' ' + Px-i'' '^x) Hx+l 
4- {fx-n+l +Pi-M+l^a:-«+2 -f ' ' ' + Px 1 ^a:) Vx) 


oder _ n-k -1 

( 8 ) Pipx, 4.) + 

k = Q r = 0 


(!■;“’ - 1 ), 


ist-, es wird dann 


Qkiyx) = P {vx, ■ 


1) Vgl. 4. Kap , III. 


IT. Multiplikatoren. Adjungierte Differenzengleicliung. gl 

Man kann nun für lineare Differenzengleichnngen das Analogon 
der aus der Theorie der linearen Liflferentialgleichungen bekannten 
„Lagrangeschen Beziehung^'i) nach einer ähnlichen Methode ableiten 
Ausdruek^^^^^*^^ den Beweis dieser Eelation angewandt hat: Der 

verschwindet nach (4) für also für nach 

fruheieni linear unabhängige Lösungen der Gleichung P(> ) = 0- dieser 
Ausdruck muß daher nach dem 2. Kap., III, mit F{z J ..Y) bis auf 
einen Faktor übereinstimmen, der sich durch Vergleichung der Koeffi- 
Gldchumr^ gleich ~yx ergibt; es besteht also die identische 

oder ■ ” = + 

^.«+1 P(.y.) - = A F{y^, s^). 

Setzt man noch 

^- + 1 = F{ex-n^,) = P'(^. + l) = P'K), 

so nimmt die „adjungierte Differenzengleichung" (6) die Form an: 

^ (.%) = + l ^h-n + 1 + • • ■ F % = 0,*) 

oder kürzer: 

(9) FXiix) =3 + ■ ■ ■ + + (pWwX = 0; 


sie besitzt die Fundamentallösmigen u^\ 


An) 


'x 7 ^ - •; K 5 


ist. Setzt man ferner 

^(jJxP O %~~l) = QiPa;} 


sodaß 


oi~k~l 


Q(y., *0 = y, 


k = 0 

wird^ so lautet die oben gefundene Relation: 

“-^(2/.) - y. -P'K) = A Q(y^, «J. 5) 

1) Lagrange, Miscell. Taurin., 3., 179. 

2) .Journ. für die r. u. a. Math. 76, 2ö0 (1873). 

+ bedeutet, daß in P(gJ üherall a; — n- + 1 an Stelle von x 

gesetzt wird. 

4) IHncherlGy 2.; er nennt sie die „inverse“ Gleichung. 

5) BortolotU (8.) muß infolge des bereits erwähnten Fehlers diese Eelation 
auf den Fall == 1 beschränken; aus den obigen Entwickelungen (TT., 2.) geht 
hervor, daß diese Beschi-änkung unnötig ist. 

W iill 0 nb e r g: Lineare Differenzengleicliung’en. 6 
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Dies ist das Analogon der Lagrange^ohejx Beziehung; aus ihr folgt 
sofort, daß umgekehrt die Lösungen von P(y^) == 0 Multiplikatoren von 
sind. 

Die durch die Gleichung (10) ausgedrückte Eigenschaft des ad- 
jungierten Differenzenausdruckes P\u^ ist für diesen charakteristisch: 
es sei nämlich Ii{u^ ein zweiter homogener linearer Difi‘erenzen- 
ausdruck derart, daß 

^ S{y^, 

ist, so folgt durch Subtraktion von (10): 

- P\u^)) = A(Q-^8y, 

es würde also die Differenz A einer Funktion von y^, 
eine Funktion von y^ allein sein, was unmöglich ist; es muß also 
= P'(.%) (und S= Q) sein. 

W ir können . die Multiplikatoren endlich noch auf eine dritte Art 
herleiten: Es sei 

= Hx + n-l + yx-^n-2 + * * * + 4"" 2/a; ^ (/^==1, 2, . . .,n) 


diejenige homogene lineare Differenzengleichung (n — 1)*®^ Ordnung, 
welche mit (1) die Lösungen 




yx ’ 


a-i) (^^+1) 
t/x J ■ 


(n) 

yj 


gemeinsam hat. Dann muß nach dem 2. Kap., V : 


sein, worin Pj, einen homogenen linearen Differenzenausdruek erster 
Ordnung: 

^i{yx) = yx+i + r^^yx 

bedeutet. Es ist also 


und daher, da Pl(y^^'^') = 0 ist: 


d. h. 


folglich 






+ ^k^x) ^ ^ ^kiVx) 


^kKU) 


s, 


•k\:vx 


1) Wallenberg, 8, 

2) ^kiyx+i) bedeutet wieder, daß in SJyS) überall x-\~l Stelle von x 
gesetzt wird. 
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Es ist also ein Multiplikator von E{y^) und 

Sk{y.) = (yf) (Ä= 1, 2, . . . w) 

eine erste „Lösung'^ von E{y^) = 0; und zwar ist insbesondere für 

y^ yx > • • •> Vx } y^ > ■ • y^^ •liß willkürliche „Konstante“ caj= 0, 
für y^ = y^^^ dagegen to^ = 1 . 

Es läßt sich leicht nachweisen, daß diese Multiplikatoren mit 
den oben gefundenen identisch sind; es ist nämlich nach Gl tö) des 
2. Kap., III: ^ ^ 

s.fc) - (- Afeijgh:: - ri**". - ■ ■■ ri “) 

..., 2/W) ’ 

also nach Gl. (7) des 2. Kap., I, C: 

^{yx\ yS\ ■ ■ •. y^'’) 


8, (y = r- 1 >+* ^{yyry^’^--.yn i 


d. li. in der Tat 
Daher ist ferner 


und folglich 


= Q.(yx), 


o(«-Ü') 


^( h ) 

X 

IW 


Endlich ergibt sich für den bilinearen Differenzenausdruck (8): 

= ^k(yx) . 




daher wird nach obigem gleich einer ^^Konstanten^^^ sobald 

füi irgend eine Lösung von (.1) gesetzt wird^ was sich übrigens 
auch aus Grleichung (4) oder aus dem Analogon der ia^mn^^schen 
Relation ergibt, da dann aus dieser = 0 folgt; ins- 

besondere ist: 

^ ^ U^ = 0 für = 

Es sei ferner 

^ “x-» + l + + 2 + • • • + ^ 

6* 



84 


3. Kap. Formale Theorien. 2. Teil. 


diejenige Differenzengleichung, welche roit der Adjungierten (9) die 
Lösungen 
wieder 


(k-i) ^(k+i) 


ur ' ; . . gemeinsam hat; dann muß 


ist; also 


und da 
ist: 

folglich: 


PXu:)^L,T,(u^) 

= %-l + % 


tW 




P'W 






r, .(.>».) r,(.<‘i,) T,(.f>) “ 

jEJs afeö — -5^*” ^ i) Multiplikator der adjungierten Glei- 
chung JP'(u^ = 0. Nach dem 2. Kap., III (Analogon der Gl. (5)) 
fol^t wieder 

n (z 

•> ' "1 ^a: ^ ^x J 

T) T.(^) jW- i) « ^ + 1 ) 

und nach Gl. (11) des 2. Kap., I, C: 




sodaß 


■^h^x ) ^ ^ 7 ) (M .(^- 1 ) 

1 1 ^o; ’ • • • 1 ^a; ^ •^x j 


ist. Beachtet man, daß hei der adjungierten Gleichung die Operation 
D~^yx = yx~i dieselbe Rolle spielt wie die Operation d)y,r. 
bei der ursprünglichen Gleichung, so besteht zwischen den beiden 
gefundenen Relationen 





vollkommene Reziprozität. 

Mit Benutzung des Operationssymbols und des Symbols 

der inversen Operation D~^yx = yx-i Diöerenzenaiisdruck 

P(2/J folgendermaßen schreiben^): 


1) bedeutet, daß in üheraU x — 1 an Stelle von x ge- 

setzt wird. 

2) Für das Folgende Bovtolotti, 3. 


IV. Multiplikatoren. Adjungierte DifPerenzengleiclmng. 


ny.) 


{n) 




und der adjungierte Differenzenausdruck: 


-P G 4 ) Px 2/a; + -P ^(i>i Va) + • • • + D ’'+^ {pt^y^ + B~’^y, 
oder 


-P'(*/J =Px^yx + Px^i^i)-^y^ + • • • + 


y^-\- D-^y^. 


Man erhält also den adjungierten Differenzenausdruck, indem man in 
dem ursprünglichen Ausdruck an SteUe von Bhj^ die inverse 

Operation D-^y^ setzt und auf die Operation P-* ausübt. Um 

die Adjungierte der Adjungierten zu bilden, hat man daher in P'( 2 /A' 
an SteUe von B ^y^ die inverse Operation B^y^ zu setzen und auf 

Px-k Operation P^' auszuüben; dann erhält man aber vrieder 

P(t/J; also: , 

a) Bie Adjungierte der Adjungierten eines homogenen linearen 
BifferenzenausdrucUs ist der gegelene Ausdruck selber. 

Ferner folgt leicht: 

&) Bie Adjungierte der Summe oder Bifferenz zweier Bifferenzeoi- 
ausdrücTce ist gleich der Summe oder Bifferenz der Adjungierten. 

Sind endlich zvrei homogene lineare Differenzenausdrüeke 


Myx)=2aAx)B^y^ und B{y^) = 2K{x)B’'y^ 
gegeben, so ist ihr (symbolisches) Produkt i) 


Die Adjungierte dieses Produktes lautet: 


U^yidx) = + a^Bb,_^ -f ■ • ■ + a,B’-h,)tyJ 

= ^(I>-’-a^B-% + B~^a,B-’-+\_, + ■ • . +B-’-a^h^)B-’-y^ 
= ^ihB-’-a, + B-%B-’-a^_^ + • • . + B-%M-'a,)B-’'y^ 
= B'A'iyj), 

worin 

^'{y^} =yED-'‘'a,.B-Uj^ und B'{y^ = j^B-’'\B-Uj^ 

die Adjungierten von bez. B{y^ sind; also: 

c) Bie Adjungierte des Broduldes ABiijj) ziveier homogener linearer 
Bifferenzenausdrüche ist gleich dem in entgegengesetzter Beihenfolge der 
FaMoren genommenen ProduU B'Ä{yj) ihrer Adjungierten. 

Daraus folgt sofort der Beziprozitätssatz : 


1) Vgl. 2. Kap , V. 
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d) Die Adjungierte des Produktes mehrerer homogener linearer 
Pifferenm^ausdrücke 

ÄB...SK(y^) 

ist das in entgegengesetzter Reihenfolge der Faktoren genommene Produkt 
ihrer Adjungierten. 

Betrachten wir z. B. das Produkt zweier einander adjungierter 
Ausdrücke 

SO ist nach dem ßeziprozitätssatze und nach a): 

Also: 

e) Das Produkt zweier einander adjungierten Differenzenausdrücke 
ist mit seiner Adjungierten identisch. 

Da ein homogener linearer Differenzenausdruck nuUter Ordnung 
^xVx selbst adjungiert ist, so gilt Satz e) auch noch für den 
allgemeineren Ausdruck Aa^Ä{yjj). — Ferner ergibt sich aus dem 
ßeziprozitätssatze und aus der Zerlegungsformel (3 a) der Torigen 
Nr. III sowie aus den Entwicklungen der Nr. I dieses Kapitels: 

f) Die Adjungierte des Differenzenausdruckes 


lautet: 









— - A'— 




Die Differenzengleichung A{yf) = 0 besitzt die lAmdamenktllÖstmgen 


die adjungierte Gleichung A'{yf) = 0 die F^mdcimenkillosungen 




1) Ci'u^ = u^_i — ist die Adjungierte von A%. 

2) Weitere Untersuchungen über diesen Gegenstand rühren ebenfalls von 
JBortolotti (4. u. 5.) her, insbesondere über homogene lineare Differenzenausdrücke, 
die ihren Adjungierten äquivalent sind. 



Y. Vollständige lineare Differenzengleicliungen. 
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V. Yollständige lineare Dififerenzengleiclmngen. 

[Inter einer vollständigen linearen Dififerenzengleichnng verstellt 
man die Grleichung 

(1) = Vx + n +Pf^yx + n-i H =Px- 

Ein besonderer Existenzbeweis für eine Lösniig derselben braucbt^ 
falls die Koeffizienten rationale Punktionen von x sind, nicht erbracht 
zu werden, da man zeigen kann, daß jede Lösung von (1) auch, einer 
homogenen linearen Differenzengleichung genügt^): Ist nämlich 
eine Lösung von (1), also und wird P(r]^ = gesetzt, 

so ist 

Px ^x + 1 Px + 1 ~ ^ 5 

Vx genügt der homogenen linearen Diflferenzengleichung (n + 1 )^®^ 
Ordnung 

( 2 ) ^ Px ^(ilx+l) - Px + l PiPx) = 0 - 
Aus ( 2 ) ergibt sieb 

P(.yx+i) Px+i 
P(Px) ■ Px ’ 

also 

= <!^Px> 

worin co eine willkürliche „Konstante^^ bedeutet. Die vollständige 
Gleichung 

( 3 ) PiVx) - = 0 

stellt eine „erste Lösung^^ von (2) dar, d. h. jede Lösung von ( 3 ) be- 
friedigt die Gleichung (2), und umgekehrt (bei geeigneter Wahl der 
„Konstanten^^ £0)5 dem Werte ca = 0 entsprechen die Lösungen der 
y^redtisierten Gleichung'^ PiVx) ebenfalls der Gleichung (2) 

genügen. Ist eine Lösung von ( 2 ), für welche in ( 3 ) ca 4= 0 

ist, so genügt wegen P^gjtj^ == G)P(rj^) die FimMion (og^ der vor- 
gelegten Gleichung ( 1 ). 

Ist rj^ eine Partikularlösung, y^ die allgemeine Lösung von (1), 
so genügt ~ der homogenen linearen Differenzengleichung 

( 4 ) = 

denn aus P(2/J=p^, P('ilx)-Px folgt P(«/J = P(2/^ — = 0. 
Bilden daher y^\ . . ein Fundamentalsystem von Lösungen 

1) L(t(jrange, 2. (vgl. Lacroix^ 1.; Boole^ 1.; MarTcoff) 1.; Seliwanoff, 2.); 
WalUnberq, 2., 1. 

2) W. 

3) P(yx + i) bedeutet wieder, daß in P(yx) iiberäll an Stelle von x 

gesetzt wird. 
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der ^^reduzierten Grleicliung^^ (4)^ so lautet die allgemeine Lösung 
von (1): 

= = nx + + »22/® H — + ; 

worin • • •; willkürliche ^^Konstanten^^ sind. 

Wir werden im nächsten Kapitel sehen, daß man in vielen Fällen 
eine solche Partikiilarlösnng direkt finden kann. Hier dagegen wollen 
wir zeigen, wie man die allgemeine Lösung von (1) mit Hilfe der 
Lösungen der reduzierten Gleichung (4) und ihrer Adjungierten 
hersteilen kann. Dazu bedienen wir uns der Lagrangemhm Methode 
der ,, Variation der Konstanfen^^^): Wir setzen die allgemeine Lösung 
von (1) in der Form an 




worin die aber keine „Konstanten^^, sondern noch zu bestimmende 
Funktionen von x sind. Da wir n Funktionen zur Verfügung haben 
und nur eine Bedingung zu erfüllen ist, so können wir n — 1 neue 
Bedingungen einführen und wählen dieselben so, daß y^^u • • •; 
y^+n-i dieselbe Form haben, als ob die „Konstanten“ wären. 
^x+i ^ erhalten wir das Gleichungssystem 










+ k: 


(/>; = 0, 1, ..., w- 


mit den Bedingungen 

(5) + 2 /®. , Acf + • ■ • + 2/it, = 0, (k 


1 , 2 ,. 


-1), 


ZU denen noch die Eedinu’ung 

o o 


( 6 ) 


^x + n X ' 


Ac'") + ... + «(") Ac<"^ = « 

X ' ' + n X J-x 


tritt, die sich ergibt, wenn man die Werte für y^, . 

und 


Vx+n- 




+ ft 


X 'yx-i-i 


+ • 


' X ^ X 4-'] 


+ Ac^‘^ -f h 




i») 


,M) 


in die Gleichung (1) einsetzt. Dividiert man die Gleichungen (5) 
und (6) durch und vergleicht sie mit den zur vollständigen Be- 

stimmung der adjungierten Funktionen dienenden Gleichung (8) 
im 2. Kap., I, C, so erhält man 




1) Lagrange^ 2., S. 156 ff. 


y. Vollständige lineare Differenzengleicliuiigen, 
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also 






und daher als allgemeine Lösung der Gleichung (1): 


(7) 


+ y^ ^Pfc^xU H — + yr 2^'Px'^x+i> 




,(2) 




worin auch (nach der Yorigen Nr. IV) gesetzt werden 

kann; die in (7) auftretenden Summen enthalten noch je eine will- 
kürliche additive ,,Konstante^^ 

Dieses Resultat folgt auch unmittelbar aus Gleichung (4a) der 
vorigen Nr.'^IV^): Da nämlich für jede Lösung von (1) 

P{yx)=Px 

ist, so ergibt sich aus (4a) (Nr. IV) das Gleichungssjstem : 


»“s. + «fV,,., 




•r + « — 1 


= y p 

X/ “x + l^x ’ 


(7c = 1, 2. . . ., n); 


multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit y ■ ..,y 
und addiert, so erhält man mit Rücksicht darauf, daß nach der Defi- 
nition der 

X 


'^X X ' 'J X X ‘ 




(8) 


+ 7/,f 


1, 


+ yf^"'’ + • ■ • + 7/.f = 0, (^= 2,3,...,w; 


ist, den Ausdruck (7) als allgemeine Lösung der Diiferenzengleichimg (1). 

Wir sind jetzt imstande, die Untersuchungen über die Zusammen- 
setzung bzw. Zerlegung homogener linearer Differenzenausdrücke im 
2. Kap., V zu vervollständigen ^) : Wenn die homogene lineare 
Differenzen gleichung Ordnung ^iy^ = 0 durch alle Lösungen der 
homogenen linearen Differenzengleichung Ordnung Q{y^ = 0 (h<Cn) 
befriedigt wird, so ist nach dem 2. Kap., V: 

P{yx)-m{.yx), 

worin li ein homogener linearer Differenzenausdruck {n — hy Ordnung 
ist, dessen Koeffizienten sich aus denen von P und Q und deren suk- 
zessiven Werten rational zusammensetzen. Es sei nun y^\ y^\ y^^ 

ein Fundamentalsystem von Q(jQ = 0, yf \ yf\ . . y^\ ■ ■ ■, yf 

ein Fundamentalsystem von P(^/J = 0, so genügen die von Null ver- 
schiedenen Funktionen 


1) Wallenherg, 2., 1. 


2) W. 
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«), ..f = 


der homogenen linearen DilFerenzengleichung jR(«/^) 0; und zwai 

bilden sie ein Fundamentalsystem derselben^ da aus einer Relation 


0 


m^wf> + • • • + ^ -f 

» ^ 

folgen würde, daß die Gleichung ^(yj = 0 mehr als k linear unab- 
hängige Lösungen besitzt, was nach dem 2. Kap., III unmöglich ist. 

Ist umgekehrt die allgemeine Lösung der Gleichung i?(yj = 0, 
so befriedigt jede Lösung rj^ der vollständigen Gleichunc ’ 

Q(l^cc) == 

die Gleichung P(yJ = 0, da 

^ivx) = ^ Q(%) = -R (wj = 0 

ist. Die allgemeine Lösung dieser vollständigen Gleichung 


Vx Vx “^x^x + i "k Vx '^x + 1 ”k ■ • • J/; 


W 


'2” 


X ^os -f 1 ^ 




worin sf, zf, . . ., bestimmte Lösungen der zu ^(yj = 0 ad- 
jungierten Gleichung q{z^ = 0 sind, stellt daher auch die aUgemeine 
Lösung von P(yJ = 0 dar, da sie n wesentlich verschiedene willküi- 
liche „Konstanten“ enthält: w enthält n-l wiUkürliche „Konstanten“ 
und jede der Ä Summen je eine additive willkürliche „Konstante“. 

Als besonderen FaU behandeln wir die lineare Differemengleichmq 
erster Ordnung: '' 

y^+i-Pxyx^fix-"-) 

Ist eine Lösung der reduzierten Gleichuno- 

O 

yx+t-Pxyx = ^, 
also nach dem 1. Kap., 11, 0: 

SO ergibt die Gleichung (A): 


oder^ da c. 


'x + l 


^x + 1 % + l~ Px^X^Kv === 9.x y 

- + Ac^ und = 0 ist: 


‘^x + l 


Ac^ = g^, Ac = 


X -f 1 


^2 ’■ 


'‘.r+l 


+ 0,', 


1) Lagrange, 1 . (vgl. Boole, 1 .). 
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worin q und cq „Konstanten*^ sind. Die allgemeine Lösung von (A) 
lautet also: 


% = “^2' 

oder ausfülirlicher geschrieben: 




^x + l 


+ 


(C) 


y. - Tt^ + ® J7 




darin ist auch ra = rä • os' eine „Konstante" während sich c5 im ersten 
Gliede rechts gehoben hat, so daß rä stets gleich 1 gesetzt werden 
kann. — Es sei noch bemerkt, daß die nicht lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 


A“A+1 + aA+i + = 0 

nach Dirision durch mittels der Substitution y^ = ^ in eine 

lineare Diffprenzengleichung erster Ordnung transformiert werden kann. 


Beispiele: 

!• Vx+i — (Seliwanoff). 

Hier ist = «*, = 3, also = 3*. Der Ausdruck 'S' 

jLJ 3*'^’ + ^ 

hat verschiedene Werte, je nachdem a + 3 oder a = 3. Ist n 4 = 3, 
SO ist 


und daher 


^ 3^ + 1 3 ^ \ 3 / “ T h ' 




Ist dagegen a = 3, so ist 

y = 1 y 1 = ^ 

= i-x ■ 3'‘’ -(- cj • 3'*^. 


also 


2ic 4- 7 Zx-\- 1 1 

y^+i “ ‘ 2 F+T ■ ~3x^+i y^ ^ 


3ic -h 4 


(MarkofF^ Seliwanoff). 


Die Gleichung 


-f 1 ^x^-k / ^x + l^x + %' ' ' ^x ■\-h \ 

"" V PxPx+l---Px+k-l) 



Kap. Formale Theorien. 2. Teil, 
tat offenbar die Lösuno- 

O 

daher ist hier: ; 

u = 1) (2a; + 3)(2a: + 5) 

^ ö~n i z — ' — . - — — — . — 


~{-i 

y ^ ^ 's;;7_ 1 


“r + 1 (aa: 4- 3) (2* + 5) (2 ic -p7) J 


i)(® + i) 16 (* + |)"(«4K|) 
_ 1 1 


0 


also 


ycc 


1 ^ X “4" 1 


+ G) 


^ (2^ + 37(2547^? 
+ 1) (2^ + ^l ig++ 5) 


4 3a: + i ■ - 3a: + i 

^*+1 = r(a; + 1) (Boole). 

., = r(.), 2’‘^=5’i=x, 

</x = (« + ö)r(a;). 

■i. A.US d&r SehursionsfoTmel 

Vx+x ~ 

soll 2 /, 00 berechnet tverdexi, wenn y, = 0 ist. (Marlwff). 

md durcli iwemalig, Anwendung der jwrf«», Sunimalion'y. 

+T +(«"- 2(2a; + 1) + 8)] + ^ ; 

lier «, «“e*“irHX‘Kr»l!2^^^^ “ 

also: ^ = — 12 wegen = 


= 2;^:^- 8:?; + 12 


12 
o.r ? 


1) Nach der bekannten Formel 

1 1 


2 


+ 1) ■ • • -)- W) 


«•denB. 2., sieir., j n” ’ 

2 ) n, B, Formel (b)). 

1. Kap., II, B, Formel %)). B- Selmanoff, 2., S. 37; 
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woraus 


2/100 = 19212 - = 19212 


998 ; 


d. h. äußerst nahe 


folgt. 


2/100 = 19212 


VI. Iteration linearer homogener Dilferenzenausdrücke. 
Symholische Potenz.^) 

Wird ein homogener linearer Differenzenausdruck w*®’' Ordnung 


d. h. mit sicht selbst komponiert^ so entstellt ein homogener 
linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 2 n: 

= PPfe) = P"fc) -pfPfc J +p“Pfc„^,) +■■■ +?i”P{fc) ; 

derselbe wird befriedigt durch die Lösungen von = 0 und durch 

die Lösungen der vollständigen Gleichung P(t/J = wo eine 
Lösung von — 0 ist. Aus der letzteren Gleichung geht hervor^ 

daß das Iterationsresultat wesentlich z. B. von abhängt 5 und da 
man durch Multiplikation der Gleichung T{y^ = 0 mit einer will- 
kürlichen Funktion von x diesem Koeffizienten jeden beliebigen Wert 
geben kann^ so liefert demnach die (ein- oder mehrmalige) Iteration 
einer homogenen linearen Differenzengleichung eine unendliche Menge 
von homogenen linearen Differenzengleichungen, welche mit der ur- 
sprünglichen Gleichung sämtliche Lösungen gemeinsam haben. 

Wir wählen nun als Ausgangsgleichung eine homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung: 

und iterieren sie w-mal; die dadurch entstehende Differenzengleichung 
^^tev Ordnung P''^(y^) = 0 besitzt zunächst eine Lösung von 


^x + l 


^ = also y.= U-r- 


,W. 


ferner eine Lösung von s^z/x+i — KVx = nf, also nach der vorigen Nr. V : 


.(1) 






ferner eine Lösung von 


^xy^+i — = -»ifV also: 


1) Wallenberg, 2., S. 53 ff. 
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3. Kap. Formale Theorien. 2. Teil. 








% 


{)) 


“r + 1 






,(3) 


usf. Die Differenzengleictung = 0 besitzt also die Lösungen 


•X 


m> 






f2_l_ 


Vx 


(n) 




von denen man äbnlicb wie in Nr. I dieses Kapitels zeigen kann, daß 
sie voneinander linear unabhängig sind. 

Wählt man insbesondere t^ = 1, so werden diese Lösungen: 


V. 


(1) 




ix 2 ^ ? 


(n) 

% == 


(1) x(x — l) ♦ ♦ » 2) 


1 . 2 ... (w — 1) 


aus ihnen ergeben sich durch geeignete lineare Verbindungen folgende 
Lösungen: 


2/® = vT = \ Vx'' = (= -f rif), . . ., «/W _ a;«- (« , 


Die Lösung ist also nach unserer früheren Bezeichnung 
(3. Kap., II) w-fache Lösung der Gleichung P”(2/J = 0; besitzt um° 
gekehrt eine homogene lineare Differenzen gleichung Q{y^.) = 0 die 
n- fache Lösung so ist 

Q{y:) ^ RP'^Cy^, 

worin 

^(Vx) — _ ^ Vx-^-l Vx 

% + 1 

ist. Hieraus ergibt sich die Berechtigung unserer Terminologie. 

Die Differenzengleichung = 0 geht diircli die Transformation 


in diejenige Differenzengleichung über, welche die Lösungen 1, x, 
x^, . . ., x’^~^ besitzt, d. h. in eine Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten, die man symbolisch folgendermaßen schreiben kann: 


A«m^ = (P-1)«m^ = 0; 



VI. Iteration linearer homogener Uifferenzenausdrücke. Symbolische Potenz. 95 


zwischen den n Lösungen von == 0 bestehen n — 2 homogene 

Relationen zw^eiten Grades von parabolischem Typus 

Wir wollen noch untersuchen ^ wann eine homogene lineare 
Differenzengleichung zweiter Ordnung 

2/^+2 + + l = 0 

durch Iteration aus einer homogenen linearen Differenzengleichung 
erster Ordnung 

hervorgeht. Es ist: 
es muß daher sein: 

^a: + ^.x- + l 






S, 




a; ^a; + 1 


Setzt man so wird 


'^ + %+i = -Qx, 


tx 


q ' X + 1 


K 


X + 1 


also durch Elimination von - - : 


^x + l 


+ 1 +&“r + »'.r=0; 


setzt man ferner u^. == 




so geht diese Gleichung über in 


^x + 2 + Sx^x+1 + = 0 , 


welche mit der vorgelegten Gleichung identisch ist. Aus 
; -■ == ergibt sich : 



darin ist , wo rj^ eine Lösung der vorgelegten Gleichung 

Vx ' ^ _ 

zweiter Ordnung bedeutet. Wir sehen also^ daß die Koeffizienten 

und gar keiner Beschränkung unterworfen sind, und können den 
Satz aussprechen: 

Jede beliebige homogene lineare Differemengleichung meiter Ordnung 
Icann als Iteration einer homogenen linearen Differemengleidmng erster 
Ordnung dar gestellt werden. 


1) Das Produkt ist symbolisch aufzufassen. 
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Durch Koeffizienteuabzählung erkennt man leicht, daß diese Eigen- 
schaft auf Gleichungen zweiter Ordnung beschränkt ist; für Gleichungen 
höherer als zweiter Ordnung, welche Iterationen von Gleichungen 
niedrigerer Ordnung sind, müssen zwischen den Koeffizienten stets 
Bedingungsgleichungen bestehen. — Da die homogene lineare Diffe- 
renzengleichung zweiter Ordnung sich stets als Iteration einer Glei- 
chung erster Ordnung darstellen läßt, so haben ihre Lösungen nach 
obigem die Form: 




1) Vgl. 2. Kap., in, 1. Anwendung, sowie 3. Kap., I, 1. Beispiel. 


Viertes Kapitel. 

Gntppentlieorie 1. Teil. Transformation. 

I. Inyariante Funktionen der Losungen eines Fundamental- 

systems. 

Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung 
(1) P(yJ = + • ■ • = 0, 

worin die gegebene rationale Funktionen von x bedeuten. Wir nennen 
irgend eine rationale Funktion eines Fundamentalsystems y^\ y y^’‘^ 
von Lösungen der Gleichung (1) und ihrer sukzessiven Werte 

y^+v * • yx+i) + rational©!! Koeffizionton ©in© 

invariante Funktion der Fundamentallösungen yf\ . . und ihrer 
sukzessiven Werte^ wenn sie als Funktion von y^\ . . ., und ihren 
sukzessiven Werten formal invariant bleibt^ falls man y^^\ y^^^ 
und ihre sukzessiven Werte den Substitutionen der aUgemeinen linearen 
homogenen Gruppe unterwirft, d. h. y^^ (^ = 2, . , n) durch 

^ ^ ■ -f- a.,^yl”‘^ (i =1, 2, . . n) 

und entsprechend y^^^ (^ = 1, 2, . . n) durch 

^x+p = ^iiyi+p ~H • • • -f a.^y^^^ (^ = Ij 2^ . . n) 

ersetzt, wobei die a.j^ ein System von n^ beliebigen „Konstanten'' be- 
deuten, deren Determinante von KuU verschieden ist (vgl. 2. Kap., II, B). 

Wir haben schon ein System solcher invarianten Funktionen 
kennen gelernt; denn die Koeffizienten der Gleichung (1) sind 
solche rationale Funktionen der y^^\ . . ., y^f und ihrer sukzessiven 


1) Guldbergy ll>, Kap. 1; vgl. Stephansen, 2. 
Wallenberg: Lineare Differenzengleichnngen. 


rj 
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Werte. Die Gleichung (1) läßt sich ja fvgl 2 Ean TlTi iv, r» + 
nainantenform folgendermaßen schreiben: ^ 

'■ t 


( 2 ) 


yx + n? Vx + n-l^ 
yx+n^ 


y'i., 


* V Vx 


= 0 . 


Die Koeffizienten sind folglich darsteUhar als Quotienten zweier 

Determinanten und hleihen daher invariant, wenn die 

einer linearen Substitution unterworfen werden da 7»},^ * ’a at’ 

»ch D...*b= 

Wm werden jetzt folgendes Theorem beweisen- 

von Losungen der D'iiferen^enQleicJiu'na 9 /nr 7 *7 ^ ’ 

-< raiUn^Un Koefii^^ ZlltXZ 

ihre sukzessiven Werte ausdrückenZ) 

Wir bemerken zuerst: hat man iro-end ei-no vot:^ i • 

Punktion von «/(’•> m i rationale %nvar%ante 

nalen Knaffl ■ sukzessiven Werten mit ratio- 

chung (1) rationale Koeffizienten enthält 

Koeffizienten besitzt. ^ ebenfalls nur rationale 

M dieser l..bep 

x + 11 7 ^x + n-~lP •• •; yx + n-lj 7 

r» r\T"’ r-Woe Ti ,. „-eser 

bloße Ku hf ' ‘ w’ sukzessiven Werten, also eine 

n^ lon er und ihrer sukzessiven Werte ist 
. ^ Man hat nämlich: ’ ^ 

(3) .^(1) 1 

\ ^ ^ 7 “-j ^x + n~l^ •••) 

gleich'ungtn'^yr. de' iSf ““ faUO Differeutial- 

Die Koeffizienten derselben' Ld’rSnale Punktionen von r. 
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Tf beide; Koeffizienten von iJ 

aut Döoen Seiten dieselben geblieben sind 

Wir können nun die „Konstanten« a,, so wählen daß für 

si»” fr““““ 

) + 0 ist, die Punktionen 


«W. „(1) 

® ’ ■ ■’ » ’ ’^x + l! • ■ •> f +1) 




X + 7i 


- 1 ^ 


^ X + 7. 


willMrlich Torgesehriebene Werte annehmen. (Vgl 2 Kap 11 Al 
_ Hinge dann i? von irgend einem dieser Werte ab ^ J- 7 
ffle.„hn.g ( 3 ) di. Litt t tt Ü 

a angig, wdljreiid die Imke Seite einen bestimmten Wert mit den 

““‘f ® “><' ■>» Ton den 

s • • -1 y^+n_i abhängen, sondern nur eine Punktion der n® und 
ihrer sukzessiven Werte sein. Q. e. d. ^ 

nur äe'^'relativr^' ^(2/J keine absolute, sondern 

nur eine lelat ve Invariante d h. multipliziert sie sich bei Er- 

staXf": KuU verschiedenen „Kon- 

theotie^^ daT^f der algebraischen Invarianten- 

delrm-omite ^ ganzzahligen Potenz der Substitutions- 

sein muß: c = d>'*. JSTun ist aber 


also 


cl. h. 


absolute Invariante und daher nach obigem eine 

-taele F„.ktio„ der Eoefflsientea pf „„d ihrer euksessiren Werte, 
i olglich wird, da nach früherem { 2 . Kap., ITT ) ; 

gleich dner rationalen FvmUion dar pf und ihrar sukzessiven 
Werte, multiplmert mit einer Potem von ci/7r-1V‘nW 
Die Determinante 31 • 




■ökl“ ’ 


Z)W= .wW ^(2) in) I 

X ^x-{-v’ •••; yx-^v\ 


(v == 0, 1, n- 


“2 ly n 2 , ly . 

7:?: 
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4. Kajo ijrü|.»|.iWitii»‘url^' I. I 

ergibt sieli z, ß. aß p : vnr leb» .n iiÜn^lubi ; 

]>/ ■ ! 1 '■ VU'I. /ui;,.. 111. 

also: 

jy^ ■ ■■' f l * ^/ / ^ ' Ir ' • 

Das TlieoreJii von tler invariaiiiJ*!! ib-r 

lösimgen findet ein** ,AiiWf»ndiiiig bei d»-!' ißr !b diij^^niiiif 

dafür, daß zwei iraeure Difl«-ri*ii/^iiLd»eebiiyi.o*ii ib-r Ur«!“ 

mmgen >/ und w: 

eine gemeinsame I.i<lsuii *4 besitz«ii. 

Es sfn’ ein SiMtrmi u»ii lb|,iidaiiieiiijillii«iiii^**ii viiri 

-» ß. IHe liotweiidlge iiiiil biiuvaelemde I b*4i|ikOiiij,r «bifiir, ib|| 

die beiden GleiehiiMgen ein»' geineiiiHiiin»- bi*-*.!! ihi: 



('i.V/' ■ ■ • ■ 


1 ■■ ■ ti 



oder 








. . . f 

’ , 1 



wo die <' ..Kiiii.'^tuiiti'ii 

" 1 xli»!. 

, h li.i) 

Hl. in : 



e ( 

V ! '0' ( 

fl 

1 

Ui ' 1 




e, . i 0/ t 

' 


«e 


V.,« .(.v ' l 

W.., 1 

' ■ D 

, 1 »I ' 1 



Die linke Heile diener 

DIi'if*bii!i*f ihI 

#eiM" r*- 

lat:. .liiei 

■ tu! »■» 

1 Uf.kllHIJ 

der .LüHungeit 

ip ’ , oiid ifiafi 

♦ 

'■ b 1 1 

..r, ,i 

ifeli »bii 

Faktor ei //f ■ 1 f^p 

dip i 


T.. »i«^r 1 

■ ,| 0), 

«Lib » !ie 


rafdeiiale fiitiktioij dr-r ri.'r h »• . < Miid 

ihrer HlIkzt^‘^s^vell \V*-rii. \'J 1 .•,! :» . 1 

Unspul Mm M,., ,.;^v , Im.i.rH 

homegiaie Dilb‘rriizeiiubat'bi*iii»Mi sr M; , <1,,, ; 


/ß : ^ , 7 .. ^ 

I/ , . . ■; If. ^ i 1 1 

eine genieiiiKann* benif/MH, ' ■ 

Ai(/ ifisNjfijj: 

I ^ , I l/.V., : 1 7 . ^d.. .: ,e„/ , 

y.: . k^..- y 1 ' . , ■ V' ' * 

, 1 ) Sfephtiusrn. 2 ,: \i*l :j. ^ /r ■„ 
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Eine zweite Anwendung findet das Tlieorem über die inyarianten 
Funktionen bei der Bestimmung derjenigen homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung^ welche die Lösungen zweier gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleichungen der Ordnungen n und m: = 0 

und == 0 besitzt. Es sei ein System von 

Fundamentallösungen der ersten Differenzengleichung und 

ein System von Fundamentallösungen der zweiten Differenzengleichung. 

Die gesuchte homogene lineare Differenzengleichung^ deren Ord- 
nung n m ist, schreibt sich dann: 


( 4 ) 


y X + 7/1 -{-n 
y x + m + n~l 

y 

•'X 


Die linke Seite 


•^x + m +n 

■■ 

'^x + nt + Ti ^ 

X -f- in + n 

X + m + 71 


X+ 711 +71-1 

(n) 

^ x + 7n + w — 1? 

x+ m + n—l 

X + 711+ 71— -1 

= 0. 

Vx'^ 

(w) 

■■y. 

’ 

X 

1 



dieser Gieichung ist eine relativ-invariante Funktion von 


und von 


'C, 

yUi> ■ 

y Zf X H- i n + n 

M) 

(n) 

y+i’ ■ 

y *f X + m + 71 

+) 

X ^ 

‘‘x+V ■ 

. 

y X + 711 + n 

,(n) 

'x y 

'^x+l’ • 

(n) 

y X + in + 71 


Sie läßt sich folglich, abgesehen von dem Faktor co J^/( — + , 

als rationale Funktion der Koeffizienten der beiden gegebenen Diffe- 
renzengleichungen und ihrer sukzessiven Werte ausdrüeken. 

Dieselbe Methode dient auch zur Bestimmung der linearen homo- 
genen Differenzengleichung, welche die Lösungen dreier oder mehrerer 
linearen homogenen Differenzengleichungen besitzt. — Besitzen aber 
gegebenen linearen homogenen Differenzengleichungen gemeinsame 
Lösungen, so ist die aufgestellte Determinante (4) identisch Null, da 
sie eine oder mehrere identische Kolonnen besitzt. 

Man bildet in diesem Falle erst die lineare homogene Differenzen- 
gleichung B^XyJ = 0, welche die gemeinsamen Lösungen der beiden 
gegebenen Differenzengleichungen besitzt (den größten gemeinsamen 
Teiler, 2. Kap., VI). Die gegebenen Differenzengleichungeil schreiben 
sich daher: 

P(y.) - SE{y,) = 0 , Qiy^) = = 0 . ' 


1) Stejjhansefiy 2.; vgl. Kap.y YI. 
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Die beiden linearen homogenen Differenzengleicbungen 

== 0 und T(u^ = 0 

haben dann keine gemeinsamen Lösungen. Man bildet dann nach der 
ngegebenen Methode die lineare homogene Differenzengleichung: 

welche die Lösungen yon = 0 und = 0 besitzt. Die «be- 
suchte lineare homogene Differenzengleichung ist dann “ 

= 0 (Tgl. 2. Kap., VI). 

Außer den bisher betrachteten invarianten rationalen Punktionen 
eines Systems von Pundamentallösungen yf gibt es auch 

s4;f iaiSrbWbi'““ 

Me„n.en- 

yx+% +P^y^+1 + g,^y^ = 0 , 

so lautet die allgemeine lineare homogene Gruppe: 

^(S) ^ 

''x 

Eine ihrer Untergruppen ist: 




wo 

ist. Der Ausdruck 




= 1 


^4 — ^2 ^3 


X i^x iJx + 1 


^X + 1 


ErcrrnLrderliit* verifiziert, invariant bei dieser letzten Gruppe, 
^enu^t dei linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung- 

^*+1 ~ y.x^x = 0 . 

Äufgale Wie bestimmt man die lineare homogene Gruppe bei 


1) Giddherg, 7 \ Kap. UI. 


II. Transformation einer liomogenen linearen Differenzengleichnng. 
Beispiel. Es wird die Gruppe des Ausdruckes: 


gesucht. 

Auflösung: 




. 


.(2) 


»iij 




.(2) 


= + Vl 


,(ä) 
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II. Transformation einer homogenen linearen Differenzen- 

gleichnng. 

Es sei 






y^lv 


(") 

%+i; 


^x + 


S! • • •) 5 


WO ü eine ganze rationale Funktion der Lösungen eines 

Fundamentalsystems der Gleichung (1) und ihrer ' sukzessiren Werte 
ist. Das allgemeine Problem der Transformation besteht darin, eine 
lineare homogene Differenzengleichung zu bilden, welche die Funktion?; 
als Lösung besitzt. * 

Um die Ordnung der gesuchten linearen homogenen Differenzen- 
gleichung in ?j zu bestimmen, ersetzen wir 

‘^X ■' ' ‘^X * ' * * 

durch die Lösungen eines andern Fundamentalsystems . . ., : 


yf =a.,^« 

zl X 




-L„ .(2) , 

yx + l . '-X + 1 + ^i2 ^x + l + 


-ha. 

‘ in X ^ 

+ a. /"i,, 

' in x-i-1? 


(i = 1, 2, . . ., n). 


Die Ordnung der linearen homogenen Differenzengleichung in ist 
dann gleich der Anzahl der linear unabhängigen Glieder, die in 
dem transformierten Ausdruck für auftreten. Es sei p diese Anzahl, 
und es seien 






0) 


. ., 95 


(p) 

X 


die p linear unabhängigen Glieder. Die lineare homogene Differenzen- 
gleichung in ist dann 


'^x + p ^x + 





■ ■ 

x + p 

^x + p 



x + p-1 

f X + p~l 



1 ♦ ' 

X 

• ^x 


^0. 


1) Guldberg, 7», Kap. II, 
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Die Eoeffizienten dieser Grleicliuiig sind augenscheinlicli relativ- 
inyariante Funktionen von 0^^ und iliren sukzessiven Werten 

und daher nach Division durch einen gemeinsamen Eaktor in x rational 
ausdrückbar durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichung. 

Betrachten wir beispielsweise die lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung: 


und suchen wir die lineare homogene Differenzengleichung^ deren 
Lösungen die Quadrate der Lösungen der gegebenen Gleichung sind. 
Wir setzen: 

(1) 2 

Der allgemeine Ausdruck für ist dann: 

Wir haben hier drei linear unabhängige Glieder: 

K’T- 

Die gesuchte lineare homogene Differenzengleichung ist also im aU- 
dritten Ordnung. Sie ergibt sich in folgender 


Zwischen den drei Lösungen «d) = = „«..W 


rir-y:>y!\ =^i 


besteht die homogene quadratische Relation 


,( 2)2 


,(2)2 




(«) 


Eine einfache Transformation ist die folgende: 

®a; Vx + m + '^x ^x + m-l + ' ‘ S3 J. , 


™ die » „tionde Funtlionen ,ind md j» ei.e LSeun« der 

lineaien homogenen Differenzengleichuno- ('1') igt lyr-in «JoTii i ■ ui 

“ te'irolr «—»4 t ^“e 

en Ordnung wie die gegebene Gleichung ist Erstens siehf 

d,ß „a Hilfe der 91eicCf(l, 


1) Meymann, 1 ., g. 410 ; vgl. Wallenbery, 2. 
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sukzessiTen Werte aus der Formel (a) weg- 

schaffen katinj sodaß man zuletzt erhält: 

^Ol^i+w-l + %2^i+w_2 + • • • + 

WO die rationale Funktionen von x sind. 

Nimmt man nun die sukzessiven TV^erte von und eliminiert 
mit Hilfe der Gleichung (1) die höheren sukzessiven Werte von 
so erhält man folgendes Gleichungssjstem: 

% "= “oi2/ih-i 

’?.+! = “n + ••■ + 

+ • ■ ■ + • 

Eliminiert man y^\ . . ., aus diesen «-fl Gleichungen, so er- 

hält man die gesuchte Gleichung für 

Umgekehrt drückt sich die Lösung y^^ in derselben Weise durch 

aus. Denn betrachten wir die n ersten der Torhergehenden Gleichungen, 
die von erstem Grade in bezug auf 

^ ^x + 1^ ' ’ ‘ ^ lyx + n — l 
sind; so erhalten wir insbesondere: 

yx^ = ßlVx + n-l + ß^Vx+n-i + • • • + ßnVx- 

Die Auflösung dieser n Gleichungen ersten Grades ist gestattet; 
denn wäre die Determinante des Gleichungssystems NuU, so bestände 
eine Relation mit rationalen Koeffizienten: 

^iVx + n-l + ^2Vx + n-2 + * * * + \ ^ ; 

was unmöglich ist; da der allgemeine Ausdruck für durch die 
Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung (1) n linear 
unabhängige Glieder eiithält; vorausgesetzt; daß 

die Gleichung 

Ä(y^) = aj Vaj-j-m + Var-l-m-l + • * • + = 0 

nicht gemeinsame Integrale mit der Gleichung (1) besitzt; in welchem 
Palle die Gleichung in augenscheinlich einer Reduktion unterliegt^) 
Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen in und 
7]^ heißen Gleichungen derselben Art. 

Wir werden einige Sätze über solche Gleichungen entwickeln. 


1) Vgl. den folgenden Abschnitt. 
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4. Kap. Gruppentlieorie 1. ^reil. Traiisfonnaüon. 


IIL Lineare homogene I)iffereiizeiig:Ieic]uiiige]i derselben Ari. 

Hat maa zwei lineare Iiomosfene Difrerenzeno'Ieiclinncren 

o O ö 

(1) ^ y.,+„ + /»,”«/.,: + „ X -I — + ?/,. = O; 

(2) H h 5,1'"^?, = Ü 

mit rationalen Koeffizienten^ so sagt man^ die GleicJnuig [2] (jehdr 
mit (1) m derselben Art, oder ist mit (1) von derselben Art, weini niai 
clurcli die Beziehung 


(0) I (1) 

= < + V 2/..+1 + • 




wo die rationale Funktionen sind, von den Lösuny-en d(*r DilFc- 
renzengleicliung (1) zu denen der DiflerenzeiigJoicliuno- (^‘j) altoi-- 
gehen kann. 

Ist insbesondere in der angeführten Relation (3): 


so sagen wir, die beiden linearen liomogenen DiUercnzoiigb'ic.liungiui 
sind älmlich. 

iNacb unserer Definition und den Auseiuanclersotzujigen in Nr, II 
sind alle linearen homogenen Differenzengleiclrnngeii, die mit einm- 
vorgegebenen von derselben Art .sind, iiiit ihr' von gbn-c.lier oder 
niedrigerer Ordnung. 

Ist w>OT, so wird man nichi durch eine zu (M) analoge INdafiun 
von dem allgemeinen Integral von (2) zu dem der (Iblduiii"- ( 1 ) 
ubergehen können; ist also n>m mul die Oleicdnnig (iN mit (1? xuii 
derselben Art, so ist nichi auch (F) mit (1^) von derselbe,, Arl Die 
emgefuhrte Beziehung ist also nicht weclrselseitig. Jsl, die (ileielnnm- 
(d) mit (1) von derselben Art und and, (1) mit (A, von derselimn 
r., so sagen wir; die beiden linearen honiogeneii I )i n'ei-en/,e,|., 
gleichungen sind (jegeuseitig von denselben Aid, oder au.d, k,n-z me 

Td A "''‘Fmu beide 

von derselben Ordnung sein. 

Aus unserer Definition folgt nnniittelbar* 

H Imearen liomogenen Difrerenzene-leieh„,„r 


oder höherer Ordnung, die auch rationale KoeFfizienten' bai 


derselben Art, so ist auch die Glciclmn..- 1:1) 
selben Art. ^ 


\'0}1 


luit di(‘S(‘r von dc!-- 


1) Guldhcrg, S. 
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III. Lineare homogene Differenzengleichimgen derselben Art. 


Es mögen ein i’undamentalsystem von Inte- 

grgen von Pfyj = 0 bilden; bezeichnen .Uj, . ■ irgend n 

j,rvonstauten“j so ist, wenn die Differenzeng'leichung Q{y^ = 0 mit 
der Differenzeugleichung P(«/J = () zu derselben AiL gehört und der 
Übergang von den Integralen von (1) zu denen von (2) durch die 
Eelation (3) vermittelt wird, 

n 

1 

stets ein Integral von Q{y^ = 0, und ferner sind in der Form 

n 

f . n 

J Integrale von = 0 enthalten; denn 

j 1 ' 

ist das allgemeine Integral der Gleichung F(y^) = 0. Da 

n n 

1 1 

ist, so folgt, daß unter den n Funktionen 


-^(v“h ^(ü), 

die Elemente eines Fundamentalsvstems von Integralen der Gleichung 
Q{y^) = 0 enthalten sein müssen. 

QiVx) ^ ö eine lineare homogene DiÖerenzengleichiing von 
der Orduung m = n-v, so kann die Gleichung = 0 nur m 

linear unabliängige Integrale besitzen. Mithin muß ein System von 

n-v „Konstanten^^ existieren, daß die v von 

einander unabhängigen Relationen: 


bf) = 0, 2 b A kf) = 0, 




zwischen den Funktionen A(yj'y ^[( 2 /^) bestehen. Das 

soeben hergelcitete Gleichungssystem sagt aus, daß die v Funktionen 




V unabhängige Integrale der hnearen homogenen Diifereiizengleichung 
(?yj = d sind. Die beiden linearen homogenen Ditferenzengleichungeii 
^ (^x) ~ ^ und = 0 haben daher v linear unabhängige Integrale 

gemeinsam. 
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4 Kap. Gruppentlieorie 1. Teil. Transformation. 


7 = j7 

Ano'enommen, ^ wobei (^ = 1^2, n 

Z=1 

staiiten^^ bedeuten^ sei ein (v -f 1)"®" gemeinsames partikuläres Integral 
der beiden Gleichungen F(yJ = 0 und = 0^ und dieses Integral 

sei keine lineare homogene Kombination mit konstanten Koeffizi eilten 
der schon gefundenen gemeinsamen Integrale; so folgt aus 


l - n 



1 = 1 


eüie (yJ-l)*® von den scton Torliandenen v jßelationen unabhäno-io-e 
Relation ° " 




zwiscben den Punktionen J. (yf ^ .4 (^P) , . . A[y^y). Da die 

Grleiehurig Q{y^ = 0 von der Ordnung n — v ist, so können zwisclKUi 
den n Funktionen -1(^2), die unter .sich die 

Elemente eines Fnndamentalsjstems Ton Integralen von (>(?/,)=--() 
enthalten, nur v unabhängige Relationen bestehen; daher ist' uiisen^ 
Annahme falsch. Mithin haben die beiden linea.ren hojnogeiuui Diflc- 
renzengleichungen Q(ij2 = 0 und A( 2 /,,) = 0 genau ' ]'h.ea,r ui.ah'- 
hangige Integrale gemeinsam. Hieraus folgt die Existenz (dnor linoanui 
homogenen Differenzengleichung 7,;(yJ = 0 von der Ordnung ■„ „lit 
rationalen Koeffizienten, welche die den beiden linearen hom(.<ron.>n 
Difierenzengleichnngen P(h/,) = 0 und yiO,,) = Ü gemeinsninen 7 ,” line- 
aren unabhängigen Integrale zum Fundamentalsy stein biisitzt Wir 
gewinnen also den Satz: 

GeJiört^ eine lineare homogene Differensenglcickung (n — 7 ')"''' (hdnwiq 
mit einer linearen lioinogenioi BifferenFmjiyleieluiiifj lA' On/nnnq rju ile 'r- 
sdhen Art, so existiert eine lineare homogene BifferenFsenqleirhimq B''' 
Ordimng md rationalen Kocffisknlen , deren sündlirhe Jnleqralo der 
■L)i fj ey enzengleu-hung n"' Ordnung (jeniUfen. 

Der p-tbegriff wird vertieft und verend'acdit durch den De., Till 
des kleinsten Vielfachen (2. Kap., Vlj m Verbindung mit den, ibn 
mehr emzitfuhi-endmi Begriff des , diversen JlilfererizenanseiriiekeAOi ID 
seien und P^J zwei homogene lineare Differeiizemm.s.Irind«' v,,n 

ei Oidnung bzw. r ohne gemein.samen Teiler, sodaß die II(..suIt:infc A 

u. VI) von KuU verschieden ist. Wir bestimmen 

1) Gerne, y, 10. (vgl. Heffter, Journ. für Math. 110, 161 If.). 



III. Lineare homogene Diiferenzengieichungen derselheu Art. 
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nun einen homogenen linearen Ditferenzeuausdruck P_j tou der Ord- 
nung r — 1 durch die Grleichung: 

( 4 ) = + 

worin T ein homogener linearer Differenzenausdrnck von der Ordnung 
— 1 ist; für die Koeffizienten von P_j und T erhält man durch 
eine ganz analoge Rechnung wie im 2. Kap., ein nicht homogenes 
lineares Gleichungssystem, dessen Determinante gerade A ist. Ist 
nun eine Lösung von P = 0, so folgt aus (4) : 


=2/.f ; 

wir nennen daher den bu F in l)e.^iig auf den Modul E inversen 
Differemenaimlruck. Für das kleinste Yielfacke V der beiden Aus- 
drücke P und E gilt nach dem 2. Kap., VI die Grleichung: 

( 6 ) r-^SE=QE, 

worin S und Q homogene lineare Differenzenausdrücke von der Ordnung 
r bzw. p sind; aus dieser Grleichung folgt: 


(^) 




- 1 , so gehört 


worin eine Lösung von S == 0 bedeutet. Ist p ^ r 

daher die Grleichung S = 0 mit E == 0 zu derselben Art. Ferner folgt 
aus (5) und (7) sofort: 

(8) A.fefl-!/ 


. 


die Gleichungen E = 0 und /S — 0 sind also gegenseitig von derselben 
Art. Ist amgekehrt S = 0 mit E = 0 von derselben Art; so folgt 
aus (7); daß SP durch E teilbar sein muß: SE= QE. 

Man erhält also sämtliche Gleichungen S == 0, die mit E = 0 zu 
derselben Art gehören, indem man das kleinste gemeinsame Vielfache 
von Eh und dem allgemeinsten homogenen linearen Diferenzenausdruck 
(r—iy-^^' Ordnung P bildet. — Besitzt ^P mit P einen gemeinsamen 
Teiler von der Ordnung v, so wird S von der Ordnung r — v und 
umgekehrt (vgl. 2. Kap.^ Yl), was mit dem obigen Satze übereiiistimmt. 


IV. Assoziierte Differenzeiigleiclmiigeu.L 

Die Theorie der Transformation einer linearen homogenen Diffe- 
renzengleichung führte uns durch eine spezielle Transformation zur 
Betrachtung der linearen homogenen Differenzengleichungen derselben 
Art. Außer diesen gibt es noch eine interessante Klasse von linearen 


1) Guldberg, 4, 11. 
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J. Kap. Grupxjentlieorie i. Teil. Ti-iinsformat.ion. 


homogenen Difierejizengleiclimigeii^ die durcli eine andere einfacdie 
T'-ansformation liervorgelaen. 

iCs sei gegeben die Jineare homogene Diherenzengleichung: 

1 ^ 0.t) = + « + pS + k _ 1 h 1- = 0 ; 

vro die ^ 7 ^ rationale Funktionen der x sind. Es sei 

System von Fundamentallösungen. Wir betrachten die Determinante 

dieser Lösuno'en: 




•v yh ! 

■ hh» 

1 

(2) 

qj ^ ‘ 


mr+1^ 


■ 

^x^-n~V • 



Diese Determinante genügt nach früherem der linearen homogenen 
ihliierenzengleichnng erster Ordnung: 


o * 

A.+i-(-l)>i")A, = 0. 

J^ir weiden nun untersuchen, welcher Gleichung die ans deiiselboii 
m Zeilen von A entnommenen Subdeterminanton genügen. 

Wn- denken uns die sämtlichen Subdeterminanteir OrdnniK»* 
dieser Determinante gebildet, avo m<n^, die Anzalil di(hsfu* Suir 
determinanten ist gleich 


^2 ^ I n(n — Vj . . . (n — w -f- D j \- 

i j ~ [,,,) ‘ 


Systems 


Suhdeterminanten, 

die aus 


(t/i) 

?/,; y, 


vTvi ■ 

[)/i) 

■■ h/, 



■■ 

• - V 

1 ;/ 1 


gebildet sind, wollen wir durcli 

11 V| ,, f 

1’ % > ■ • v 

bezeichnen und insbesondere 

*h = -e(//b, ?/f, ..., 

nehmen. Ferner bezeichnen wir jene Determinanten, di(. a,us vC' ' da,- 
durch entstehen, daß man die „„n , 1 ,,,.,.,, , , ' . 

•y.f; ^ linCl Üf‘I(‘Il S[lkz(mSlV(^ 
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Werte durch die sukzessiven Werte gleich hoher Ordnung irgend einer 
anderen Kombination von m verschiedenen Lösungen yf \ y^\ . . 

ersetzt, mit 

sodaß also die 


hi k:) 


{h A 1, 2, 3, . . v) 


jene Subdeterminanten Ordnung darstellen. Diejenigen Deter- 
minanten^ welche aus 

r 1 


11 11 
U , , 

:v ^ X ' 


li 


hervorgehen, wenn wir in denselben an die Stelle von ijf \ . . 

irgend ein System von ni linear unabhängigen Lösungen y^'\ . ■ 
der Gleichung (1) setzen, mögen endlich bezeichnet werden durch 


,W ..(2) 


AJ , VV 

X ' x 




Bilden wir die sukzessiven Werte von und schaffen die eventuell 
auttretenden sukzessiven Werte höherer als (^^ — 1)'""' Ordnung der 
yl \ ■ • Hilfe der Differenzengleichung (1) fort^ so ist 

offenbar: 


(u 

, =09, 
•k -i- 1 ^1 


(1) , z 2 ( 2 ) 

% + 'fl «C 


I ■' ’’ (’O 

+ K 


und ebenso allgemein 




7 I' (r) 


wo die rationale Funktionen bedeuten^ die sich aus den Koeffi- 
zienten von (1) und deren sukzessiven Werten durch rationale 
Operationen zusammensetzen lassen. 

Die Gleichungen (2) bleiben^ wie aus ihrer Bildnngsweise sofort 
zu übersehen ist, bestehen, wenn man in denselben die 
durch irgend eines der Systeme 

Ih 2 h rh ^ . 

ersetzt. 

Nehmen wir die Gleichungen (2j für Z = 1, 2, . . ., 7^^ und denken 
wir uns aus den so entstehenden v Gleichungen die v — 1 Größen 
w,. , /£=j=i, eliminiert, so ergibt sich eine Gleichung- von der Form; 


(3) 


('L,W 




p(''-b„, w 


f = 0, 


ü -r r — 1 


der die Funktionen Genüge leisten und deren Koeffi- 

zienten rationale Funktionen von x sind. 
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4. Kap. Gruppentlieorie 1, Teil. Trausformation. 


Wenn von IsTull verschieden ist^ so ist also die Differeiizen- 
gleichnng (3) auch wirklich von der Ordnung p. Wenn wir für "i-- 1 
cien Index 1 in der Gleichung (3) weglassen^ so genügt also für 
jede 'Wahl der der Differenzengleichung: 

+ • • • + = 0, 

die demnach auch durch ul^ befriedigt wird. Da na(di 

Toranssetznng PM ^ j I f von XuU verschieden 

ist, so kann man aus den Gleichungen (2) für 1, 2 = 2, . . ., v— 1 

die V — 1 Größen u^’’^ berechnen und erhält 


•c ^ X 


h) 


• Z 


\vi-l H f- Z (^=3, 3, .. 2/), 


worin die j; rationale Funktionen von u; sind; die Differenzenirlei- 

Ö lungen (3) für ^ = 2, 3, . . ., i- gehören daher mit der Differenzen 
gleichung (4) zu derselben Art. 

Die Differenzengleiehung Ordnung (4), P«4= 0, nennen ivir, 
analog wie m der Theorie der linearen Differentialgleichungen die 
[u ^ mj der gegelenen Differenzengleichung (2) assoziierte Differ(>nz(!n- 
g eic ung. ou besonderem Interesse ist die erste Assoziierte, welche 
wie man sofort sieht in engem Zusammenhänge mit der adj, 

D ff renzeugleichung (vgl. Kap., IV) steht. Durch die vAsflndi.." 
Analogie zwischen der einer linearen homogenen Differentiiilgleiclin.n- 
zugeordneten assoziierten Differentialo-leichuno- n,.ri .i. . 

homogenen Differenzengleiehung assoziierten Dffferenzenc4dX n fhlf l’I! 

sieh die meisten formalen Sätze über assoziierte DiffcrentiaM -Tn 'n 
gIeiA„.,g Äe.- Sl™,"*""’’“ ‘»-"»S“” 


Ah 


+ .'i Pt, y:c + -2~^ Pf Vr + 1 + pj"' V - 


Es 


sei 


ein System von Fundamentallö.siino-om V^'i,- 


setzen 


' PP 


,(2) 




4h 


4h 


u 


GO 


' y['^- v''’ ' 

I " I 1 r I J ' 

I v'”' ' 

! 2 ( o 


I-! = 3 Ter"“ Oie von d,,- 


u = 


= _ no ® 




-«WnoPO 
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Ein System von Fnndamentallösungen ist 


i= 


V’ i 1, 1, A 

" Nil AiiT " i Ni AlJ 


Ferner ist 


( ) ( 1 ) 1 ( 1 ) ( 3 ) ( 1 ) 

^(-) ^00 ..+ 2 ^ .. .^M-^ 


2. Aufgabe. Ein System von Fundamentallösungen der 2^^^ 
..., (n — 2y®^ assoziierten Differenzengleicliungen befriedigt nicht 
lineare homogene algebraische Gleichungen. Alan bestimme diese 
homogenen Relationen für die zweite assoziierte Differenzengleichung 
einer linearen homogenen Differenzengleichung vierter Ordnung. (\"gh 
Schlesinger^ Handbuch 11^ S. 138 ff.). 

Auflösung. Die sechs Determinanten 


(0 N (^0 (0 

yl y. ix -VA y.^1 


(i,/^=r2,3,4, i<-IO 


bilden ein System von Fundamentallösungen der assoziierten Gleichung. 
Die gesuchte Beziehung ist: 

^12 ^^4— ^13^24+ <^14^^23 = 0* 

3. Aufgabe Übertragung der Untersuchungen über assoziierte 
Differentialgleichungen {Schlesinger, Handbuch 11^ S. 151 ff.) auf Diffe- 
renzengleichungen. 


Walle nl) G rg: Lineare I)i£ferenzengleicluiiigen 


8 


Fünftes Kain'tel. 

Eediizibilität. 

I. Begriff der B^diizibiiität einer linearen liomogeneii 
Dmerenzeiigleicluiiig. i) 


nuno; ; 

(1) 


Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichuiig Ord 


^<x.) == + • • • = 0. 


Wen, ,, afcer die rXatur der Koeffizienten ,,, keine besondere! 
oraiissetzungen macht, kann man jede Lösung der linearei 

auflassen und dem entsprechend tyffl S Knn FTT^ rli'n i; i q -i. -r>/ \ 

™ 0) .. r ;SL tr; 

renzcngleicbnnrardefihS'^'rhKt' 

m meare Diiierenzemiusdrücke erster Ordnung mir von cmrino'er°B? 

Es 6] weist sich daher notwmndif^ den BeoTifF dr^- fV I u tl-l 
in die Theorie i -t^eorilJ (iei Jreduzibilitat 

.ufili™. ri i,t toinogeiien Dia.™,.e„gl„ick„„g,.n ein- 

i t b “‘'ä' '"»»»ä«'« V»L,seb™,. üb„. 

4 . N..ta.. de. K„effiÄ.(e„ de. gegebene. Sleiche.g j,, “ 

Sie Giiicir (irs;'!.™ G«!'''™;.““ 

1 ) mw?^er/e (n. Amalch^ Kap. K; Guldberg, 1 „ ( 19 . Okt. 1903 ), 


I Begriff der B.ediizibilität einer linearen homogenen Differeiizengleichung. Il5 


gemeinsam hat; im entgegengesetzten Falle heißt die Differenzen- 
gleichung (1) reduzibd. 

Eine homogene lineare Differenzen gleichnng erster Ordnung mit 
rationalen Koeffizienten wird stets als irreduzibel angesehen^ da eine 
homogene lineare Differenzengleichung nuUter Ordnung nur die triviale 
Lösung = 0 besitzt. 

Der so gefaßte Begriff der Irreduzibilifat ist natürlich ein rela- 
tiveig indem er wesentlich von den über die Katur der Koeffizienten 
der Differenzengleichung getroffenen Annahmen abhängig ist. Man 
sagt im allgemeinen^ daß die Koeffizienten einer linearen homogenen 
Differenzengleichung einem bestimmten lhaUonalitätd)r'reidie (U) am 
gehören, wenn sie einem System von Funhtionen der unabhängigen 
Variablen x angehören von der Beschaffenheit^ daß Summe, Differenz^ 
Produkt und Quotient je zweier ihm angehörigen Funktionen sowie 
der sukzessive Wert f\x~d'^) jeder ihm angehörigen Funktion f(x) 
gleichfalls in dem System vorkommt. 

Eine lineare homogene Differenzengleichung mit Koeffizienten 
aus U heißt in bezug auf den Rationalitätsbereich JJ irreduzibel, wenn 
sie mit keiner linearen homogenen Differenzen gleichnng niedrigerer 
Ordnung, die ebenfalls nur Koeffizienten aus A* besitzt, eine Lösung 
geraeinsajn hat; anderenfalls heißt sie in dem Rationalitätsbereich U 
rednzibel. 

Eineu Rationalitätshereich 21 bilden z. B. alle rationalen Zahlen 
oder alle reellen Zahlen oder die Gesamtheit aller rationalen Funk- 
tionen der Varia 1) len x. 

Wir beschränken uns in den folgenden Untersuchungen also auf 
den Ratioualitätsbereich aller rationalen Funktionen von x. 

Wij* stellen nun eine Aiizahl von Sätzen a,nf, die denen für die 
algebraischen Gleichungen und die linearen homogenen Differential- 
gleichungen analog sind. 

Augenommen, die lineare homogene Diff'erenzengleichuug 
sei reduzihel, und die Differenzengleichung niedrigerer Ordnung 

CO/,.) ^ ^3 

worin die rationale Funktionen von x sind, mit der sie eine 
Lösung gern einsam hat, sei irreduzibel. Kach dem 2. Kap., IV können 
wir P(yQ in der Form schreiben 

wo /SQ/Q einen Diiferenzenausdruck bedeutet, der von niedrigerer Ord- 
nung ist als der durch die gemeinsamen Lösungen von PQ/J 0 

und Q(yJ = 0 annulliert wird und dessen Koeffizienten rationale 
Funktionen von x sind. Da QQp) = 0 als irreduzible Differenzen- 

8 ‘--= 
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5. Kap. Keduzibilitdt. 


gieicliuiig mit keiner Differenzengieicliuiig = 0 niedrigerer (Ord- 

nung und mit rationalen Koeffizienten eine Lösung gemeinsuiii iin])eji 
kanig so muß identisch verschwinden^ d. h. es ist: 

P=RQ: 

folglich wird = 0 durch sämtliche Lösungen von Q(y^) ^ L 

befriedigt. 

Wom also eine homogene lineare Differemenglelehimg mit raiicnufhoi 
Koeffmienten mit einer irreduziblen Bifferenz^engleichang mit 
Koeffizienten eine Lösung gemeinsam hat, so ivird sie dareh alle Lösuinjoi 
der irreduziblen JDifferenzengleichung befriedigt. 

Sind nun 

zwei lineare homogene Dilferenzengleicliungeu, 1>eziehuügs weise 
und m*“ Ordnung (m^n) mit rationalen Koeffizienten, so haben wir o-e- 
seben, daß man die Frage, ob sie und welche Integrale sie gemeiiisinu 
haben, durch ein Verfahren beantworten kann, welches dcnijonigoii 
zur Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers zweier gan/ani Zaliltni 
oder zweier ganzen Funktionen völlig analog ist (vg|. o] Jutp, I\" ). 

Es sei m>n, dann können wir die Kette von Identitäteii’ bilden: 


+1\, 

E'j-i = I\ + /p.! , 

wo alle und rationale Koeffizienten haben, und, wenn n die 
Ordnung von P,. ist, 

> ■ • • > + , 

ist; diese Ungleichungen haben zur Folge, daß man endlich zu .u'nen, 
verschwindenden gelangen muß, nämlich sjiätestcms für /■ », \ \ 

KKKfT n„ so ist 7 ' ,, entweder w,,,' 

-p • , ra^tiouale Funktion von r isl, odiu' 

ist Ident,,* gleioli Nnl], Im erste, i r„I| |ml,„„ enr,.,- 

g .ednnge., r 0 , Q-O ,rieml. ,, „ 1 . , 

™n p'Lo ib eTo""' '■ ~ 

Hieraus folgt: 

Heitre eine lineare homogene Bifferem.eenejlr.klnuia rcdn-ihel A/ ■ 
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samtliclie Integrale der Gleicliring 7'^ = 0 und folglich der Gleielumg 
7" = 0 genügen; fährt man so fort, so muß man eudlicli zu eiium 
irreduziblen Differenzengleichung = (} koiumen, die alle ilii-e inte- 
grale mit P = 0 gemeinsam hat. 

Wenn also eine lineare liomogene J)iff'ercnzewjleielnin(i 7^=f) reäurUni 
ist, so (jiU^ es stets eine oder mehrere irreduzMe l)ifl\menzen<ihdcleiuHirn, 
die 'ihre sämtlichen Losungen mü F =0 (/enieinsam. haben. ' 

Wenn die Differenzengleichnng D=0 durch alle Integrale der 
irreduzibeln Gleichung == 0 befriedigt wii-d, so ist 

D = 7?,ft, 

®^^«-enzenaus(Jruck mit rationalen Iv'oeflizieuteii in a; isi,- 
ist die Gleichung 7,', = 0 wieder reduzibel, und bedeutet O, .. G eine 
irreduzible Gleichung, deren Integrale zu I7ull maclum, 'so ist 

wo li eia Differenzenausdruck mit rationalen Koemzientrni ist; sollte 

r b sein, so hätte man so (bitzufahivu; schließ 

ich eihalt man tur die linke Seite der Gleichung l> .() dii; 

^ ~ *2/. ■ ■ ■ Q» Ql , 

de Summe der Ordimngszahlen der UÜIei-eimoii.uisdriiidtc Q o 

gleich der Ordnungszahl von P ist. ‘ ‘ 

Eine solche Zerlegung eines linearen Jioniogoiien I )iireivii/en- 
ausdruckes I m irrechizible Faktoren ist aber durchaus „ich' ' 
dcutig bestimmt (ygl. I7r. II d. Kap.). Dies zeigt das (olgemle 

heispiel: Es sei 


(MJl- 


— 2x{:c 

-i- 2) i>)( 

lind 

Q{yQ) = — 



G(v/G 1 - ( 

; 


Wir haben dann: 




^(7,..) - ^ -'/hs'O/j . 


() 


<•> 

. ; V..- 


le Bedentuug des Begriffes der Irreduzibiliiät in der dbieorie 
r niearen homogenen Differenzengleicliungen iieo-t darin daß redu 
z ble lineare homogene Ditferenzengleicluingen gewisse Lbsmio-e,, Imb ■„ 
he emfacher sind als die allgemeine .Idisuno- fj, „e t •< b I > 



5. Kap. Keduzibilität. 


.1 IS 


ren/,,-no-jeichu..<..'„ Losungen abzusondern, welche den Dilfe- 

gene 1 )ifrerenzeno-l,M-chun<^ v-ef ^^gelegte lineare homo- 

zieren, wann eine Jiueare sich auf die Frage redu- 

ilomogene Differenzengleichung eine solche 

ijösung w, besitzt, daß + 1 • ,• i T,- 

^ rationale Funktion von ^ ist. 

<d(';rbhh = 0 eine homogene lineare Differenzeu- 

ä-1 l, 1 rationalen Koeffizienten, die mit der 

linearen Differenzengleichung m*“ Ordnun«- 

' ti die I a es UU<5*«»-i W (vn) - , , ^ 

‘^J-öen 2/,^ , . . ., gemeinsam hat. 

Wir hetracliien die Determinante; 


= I 

und die j// 1 )ot(n*niiiiaiiteii 


2^.r l V > S+ ,0 • • w yi + ,t (»' = 0, 1, . . ., «1 — 1), 


, ■ .'/. 


?/i+ V C’' = 0. 1, ■ ■ V m — m — 2-j- 1 , , , ni), 

(ä = 1, 2, .. ., m). 




rational ist. 


Ihd h^noi ii'iiieii ^^^'ürssen rationale Funktionen von sein^ da sie 

Koelli/.ienten der < i 1, d,duui<g Q(y^) = 0 sind; ferner ist Af =//(-l)"‘r( 2 ;), 
wo ri.r) eine rationale Funktion Ton a; ist; von derselben Form sind 

A 

dann ancli du* , sodaß -n-^_ 

. '■‘i'' Hiulererseits aus der Theorie der assoziierten 

«leieliungeii, daß diese Jdeterminanten Lösungen von linearen homo- 
genen Dinarrii/.engleielmiio-eu mit rationalen Koeffizienten sind. Eine 
■‘■'■■"Lierieii (deii-Lungeii besitzt daher eine solche Lösung «g, 

/; iailoiial Ls t di.oses für siiiiitliche a.ssoziiorte Gleichungen 

g<‘lM-;in uoidrii, so iiui inun mit den gefundenen Lösungen die mög- 
l'ii' A "' und A^"'^ bestimmt und folglich aucli ihre 

<Lioti, •Illen. Man hat dünn die A^"^ und A^'^ so zu kombinieren, daß 
. . A ' ' 

Gm.lieiit,.a rutional sind. Für jede so gebildete lineare 

ii"iii..g,'iii‘ iilireivnzongloicLuug Ordnung muß untersuebt werden, 
ob ilnv alla'i'iiM'ine In'tsiuio' der Gleichung = 0 gcnuo't. 

i. \\ lo luntet die allgemeine Form einer linearen 

liomogviii.n [tilleiviizoiig-lcicliung zweiter Ordnung, wenn sie rodii- 
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AiifVösimg : 

yx+-2 + pjjx+i - -R,,.(r, -h K+dV:, = 0 , 

rationale Funktion Yon x ist. 

Ein System von Fundamentallösnngen ist: 


y: 


(1) 




worin 


Ticispiel. Die Gleicliung: 


^^-■rl + Pv 

It ] , , 


yx+2 


9'® + 2., I ® + - 


Vx = 0 


ist reduzibel (vgl. das vorhergehende Beispiel). Hier ist « = — 2 +.? 

L X _j_ ^ 


Die beiden Fundamentallösungen sind 


(1) 


und = 

vT = 

2. Sat 2 . Jede lineare homogene Dilferenzengleichung, die viel- 
fache Lösungen besitzt, ist reduzibel. {Guldherg, 8.; vgl. 3. Kap., II.) 
^ 3. datz. Gehört eine lineare homogene Differenzengleichuno- 

Ordnung mit einer linearen homogenen Differenzcngleiciiini” 
w“ Ordnung zu derselben Art, so ist die letztere reduzibel. (Gull 
hmj, 8., vgl. 4. Kap., III, Schluß.) 

4. Sats. Wenn eine lineare homogene Differenzengleicliung «^""Ord- 
nung irreduzibel ist, so sind sämtliche linearen homogenen Differenzen- 
gleichimgen derselben Art irreduzibel. {Guldhevy, ]().) 

i). iSafe. Wenn eine lineare homogene Dilferenzengleiclumg j?,'*”' Ord- 
nung reduzibel ist, so sind sämtliche linearen homogeiion Dillerenzen- 
gleichuiigen derselben Art reduzibel oder von niedrio-ei'cr als K''' Ord- 
nung. (Guldberfj, 10 .) “ 


n. Die Zerlegung houiogener lineiircr Differcuzeuausdriieke 
in irreduzible Kalttoron. ') 


Ist 


.1 ^ X -r n ' X 


{n. - 1 ) 




eine lineare homogene Differenzengleicliung «A>' Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten, so kann man den linearen homogenen DilTerenzenaus- 

6; vgl. die analogen Lmtersuchuugen über homogenene lineare 
JJjHerentialg-leichungen von yt. Loeicy, Matli. Anii. 56. ö65 If. 
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druck F in irreduzible Faktoren zerleo'en* 

o 

QlQ-,^1 . . . C2C1 , 

soclaß die Summe der Ordnimgen dieser Faktoren gdeicli der Ordmmo- 
von P wird; C>, == ^ C;,_, = 0, . . .^2 = 0, Q, = 0 sind irreduzibfe 
homogene lineare Difterenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten 
Eine solche Zerlegung eines linearen homogenen Differenzonausdruckes 
P in iireduzihle Faktoren ist, wie wir sahen, durchaus nicht eindeutio- 
bestimmt. Es gilt nun der Satz: 

Auf -welche Art -und Weise auch, immer ein linearer homoqener 
Differcnmiausdrucl in irred.iWihle Fuldoren zerlaß leirch so kann man 
die laktoren einer jeden Zerlecning einander eineindeutiq so zuord-nen 
daß -immer die leiden durch N-idlsefzen der zuqeordneten Faktoren enl 
stehenden meduzihlen linearen homogenen Dkfferenxcnqleiclumqen qeqen- 
seitig von derseWen Art sind. 

Wir wollen also den folgenden Satz beweisen: 

Ist neben 

(b P =Q,Q;. ...... Q.Q, 

auch 

( 2 ) p = e,k,_,...iqk. 


eme zweite Zerlegung von P in irreduzible Faktoren, so kann man 
einer jeden der linearen homogenen irreduziblen Difterenzengleichun-mn 
P>~ 4 2, p, die bei der Zerlegung (1) resultieren, eme 

gewisse lineare homogene irreduzible Dilferenzenglelchuno’ K- = 0 so 
zuordnen, daß bei dieser Zuordnung ein jeder Faktor von ( 2 ’) nur einmal 
veiVcindt wird, hierdurch alle Faktoren PT , K Jy (nur 

eventuell nicht in dieser Reihenfolge) erschöpft’ wer'cfen lind’die beiden 
zugeordiieten Differenzengleiclumgen immer gegenseitig von derselben 

lur lineare homogene Dilfereiizcnausdrucke P erster Ordnuiio- ist 
unser Satz oftenbar richtig; denn in diesem Falle ist P irreduzibel 
Wir können daher das Theorem für alle Difierenzeiiausdrücke P von 
niediigerer als Ordnung als bewiesen betrachten und brauchen es 

nui iiii solche Ordnung zu beweisen. 

^ Bemi Beweise sind zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdom die 
beiden irreduziblen homogenen linearen Difrerenzongleichuno-en ü =0 
und P; = 0 ein Integral oder kein Integral gemeinsam l.ahon ' 

1 Haben = 0 und P; = 0 ein Integral gemeinsam, so haben 
sie infolge ihij Irreduzibilität alle Integrale gemeinsam: sie sind 
clffier gepnseitig von derselben Art. In diesem Falle können sich 
ij und ß nur um einen bloß von der Variablen abhäncrio-en Faktor 
der eme rationale Funktion ist, unterscheiden. Es wirdkfso: 


iQ = f{x) . 
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11. Die Zerlegung homogener linearer Differenzeuaiisclrücke. 

a) Ist fix) = Ij so wird hieraus folgt^ daß 

• • • -^2 ~ 0/ (?;._! • • • (^2 

^^ird. Man hat hiermit die Zerlegang eines linearen homogenen Diffe- 
lenzenausdruckes von niedrigerer als Ordnung in irreduzible Fak- 
toren auf zwei Arten gewonnen. Für einei/ Differenzemuisdruck 
niedrigerer als Ordnung ist der Satz als bewiesen zu betrachten. 
Beachtet man, ^daß = 0 und = 0 gewiß von derselben Art 
sind denn ist hier gleich ff — ^ so ist in dem betrachteten 
halle unser Theorem für die Zerlegungen ( 1 ) und ( 2 ) bewiesen. 

b) Ist f{x) von der Einheit verschieden, so ergibt sich: 

= IK • . . . 

Man fühle die durch das bymbo] ausgedrückte Operation aus und 
oidne nach sukzessiven Werten von auf diese Weise erhält man: 

^ 2 /'öl = Öl . also 70^ {fyf) = 

Betrachtet maji daher die beiden linearen homogenen Differenzen- 
yeichungen lu = 0 und li = 0, so findet mau durcli Multiplikation 
der Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von E = 0 
my f(x) die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von 
'■2 F. Ilieiaus folgt, daß = 0 und A = 0 gegenseitig von der- 
selben Art sIikE); mithin ist auch A = 0 wie 'jA = Ü irrcduzilxd 
Oie Gleichungen (3) und (4) liefern infolge der Irredii/ibilität von 
A — 0 für B die Zerlegung: 

D A = A:„...A:AtA 

m irreduzible Faktoren. Aus ( 5 ) und ( 1 ) folgt: 

• • • A371 = Ö/-1 • • • Ö3 Ö2 • 

Wir haben jetzt einen linearen homogenen Differeiizenausdruck von 
niedrigerer als Ordnung in irreduzible Faktoren zerleo’t. Hieraus 
folgt: 

Man kann die Grleicliungen 

02 = 0 , Ö;._i = 0 , ..., Ö 3 -O, = 0 

den Gleichungen 

A„ = 0, A„_j=0, A '3 = ü, A = 0 

in einer gewissen Reihenfolge (die anders als die hingeschriebcne 


1) Sie sind sogar ähnlich. 
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sein kann) so eindeutig zuordnen^ daß zwei zugeordnete IJitrerenzen- 
gieiciiuiigen immer von derselben Art sind. Möge der Diif'ereiizeri- 
gleicliung 11 = 0 etwa die Grleicbung = 0 ziige ordnet seiii;, so 
werden^ da = 0 und JQ = Q gegenseitig von derseJbeji Art sind; 
aucli (^,, = 0 und Ab = 0 gegenseitig von derselben Art sein müssen. 

= 0 und = {) sind,^ da sie alle Integrale gemeinsam liabeig von 
derselben Art. Hiermit ist unser Satz im Falle b) für die ])eideii 
Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

2. Haben die beiden homogenen linearen Dilferenzengleichungen 
K, = 0 und (^1 = 0 kein Integral gemeinsam^ so gibt es eine lineare 
homogene Differenzengleichung CI = 0 mit rationalen Koefhzienterg 
aeren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von 0 nnd 

= 0 ist und welche durch alle Integrale von = 0 nnd --- 0 
erfüllt wird. Der lineare homogene Differenzenausdruck U, das kleinste 
gemeinsame ^'ielfache^) von A) nnd ist bis auf einen nur voji x 
abhängigen Faktor völlig bestimmt und sowohl durch als auch 
durch teilbar. Mithin ergibt sich: 


TI ^Qi7 


Bezeichnet man mit y^_~\ . . clie Elemente emios Funda- 

mentalsjstemes von Integralen von Qi=0^ mit ([i(x_ 

jeihgen von AT^ = 0^ so hat die Differenzengleichung [] .() (ji(i 


Funktionen • ,, , 

System von Integralen. Betrachtet man die lineare homo-.mie DillV- 
renzengleichung A = Q, so bilden die Fanktionen 


ein Fundamentalsystem von Integralen von a = 0 . Kolglicli ist 1 () 

mit V = 0 von derselben Art; da aber die lieideu I)ltrereiizeno-|,Mrl„n,..vn 

oflenbar dieselbe Ordnung haben, so sind .1=0 und K 0 

sei lg von derselben Art. Infolge der Irreduzihilität von A', - 0 nmll 

mithin A = 0 auch irreduzibel sein. 

Betrachtet man ferner die lineare homogene Difrennizengloieliuiio- 

0. SO bilden für diese dip FmUnrn-n/nv, rx ( (0\ a' / Oo 
1 aie.se me JiunlvtionenAg^pi Aj O'" , . . A, 0/'"j 

em lundamentalsystem von Integralen. Folglich ist mit o ' /, 

™a <Wten Art; d«„ y'f , ^ > si„d ,li» liA, uAi,,,.. 

OmtaiWsvstems TOB ft _ 0. Di« b«;d«„ Difldr«„««„Kl«i,.|„,„„,,o 

1) Vgl. X Kop, VI. 
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S 0 und 0 haben dieselbe Ordnung; daher sind sie geg’en- 

seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzil>ilität von 0 muß 

folglich auch J? = 0 irreduzibel sein. 

Da F durch und teilbar ist, so muß F auch durch ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches U teilbar sein. Es wird daher: 

P= Vü. 

Zerlegt man V in irreduzible Faktoren: 

V= L,.L, L,, 

und beachtet, daß 

'U-AQ,, 

V = BK^ 

zwei Zerlegungen von TJ in irreduzible Faktoren sind, so findet man 
für F die beiden weiteren Zerleg'ungeu: 

(6) P = 

W f = l„l^._^...l,bk, 

in irreduzible Faktoren. 

Ordnet man den bei der Zerlegung (6) entstehenden Differenzen- 
gleicliungeii: 

(8) = 0, P„_j = 0, . . ., 4 = 0, A = 0, = 0 

die bei der Zerlegung (7) entstehenden Differenzengleichungen in der 
folgenden Reihenfolge: 

(9) 4 = 0, = 0, . . ., 4 = 0, If, = 0, p = 0 

so sind immer zwei ziigeordnete Differenzengleichiingen gegenseiti<v 
von derselben Art. Da die Zerlegungen (1) und ((]) beide mit 
scdiließen^ so folgt aus a)^ daß nnin den Gleichungen (8) die bei der 
Zerlegung (1) sich ergebenden Gleichungen in einer gevu'ssen Reilien- 
folge derart eineindeutig zu ordnen kann^ daß zwei zugeordnete Glei- 
diimgen immer von derselben Art sind. Hierdurch wird aber auch eine 
eineindeutige Zuordnimg zvvdschen den Gleichungen (9) und den bei 
der Zerlegung (1) resultierenden Gleichungen in einei- gewissen Reihen- 
folge vermittelt derart^ daß zwei zugeordnete Gleichungen immer von 
derselben Art sind. Beachtet man noclg daß die ZcTlegnngeii (2) 
und (7) beide mit AT, schließen, so wurd es möglich, die GleicFuirgen (9) 
durch die bei der Zerlegung (2) gewonnenen Differenzengleiciiungcii 
zu ersetzen. Hierdurch hat mau schließlich die verlangte Znordiiung 
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zvvisclieu den aus (1) und (2) resultierenden Gleichungen. Diese Zu 
Ordnung ist eiiieindeutig, und zwei zugeordnete Difierehengleichun 
sind immer von derselben Art. 


geil 


III. Yollstäiiflige rednzible homogene lineare Dilferenzen- 

gleichungeu. 

Wir haben gesehen: wenn eine lineare homogene DifFerenzen- 
gleichung Torgelegt_ ist, so kann es eine einzige, oder eine endliche 
Anzahl, oder unendlich viele verschiedene homogene lineare Differenzen- 
gleichungen geben, durch deren Lösungen die vorgelegte Differenzeii- 
gleichung erfüUt wird. Wir wmrden jetzt einen iieimn Beo-riff ein- 
hihren, nämlich den der vollständig reduziblen linearen homoo-enen 
Difierenzengleichnng. Dieser ist insofern für unsere Theorie von Be- 
deutung, als zu jeder homogenen linearen DifPereiizengloichuncr eine 
andeutig bestimmte größte vollständig reduzible lineare homlo-ene 
Ditierenzen gleich img gehört und diese letztere über alle irreduziblen 
homogeneu linearen DifFerenzengleichnngen, deren Lösuno’en der vor- 
gelegten linearen homogenen Difierenzengleichnng genüo’en Aus- 
kunft erteilt. © ö ; ■ 

mr h “n lineare homogene Diiferenzengleichuno- 

= 0 mit rationalen Koeffizienten heißt voUständio- reduzibef 
wenn man von einander verschiedene irreduzible lineare homoo-ene' 
Difierenzengleijungen ^,(^0 = 0, JUl/U = 0, , , = 0 “mit 

rationalen Koeffizienten derart finden kann, daß die Ordnnno- der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichuno- Y(y ) = 0 o-leich 
der Summe der Ordnungen von = 0, j;(y0 L 0, .7; («“) = 0 

ist und V(ijJ = (} unter allen linearen homogenen bifferenzenpieichuno-en 
diejeiiige niedrigster Ordnung ist, welche durch die Integrale aller 
Differenzcngleichuno-en = 0, = (),.. = 0 gleich- 

zeitig ei-fuUt wird. Von der vollständig reduziblen linearen homogenen 
1 eren/.eiigleichung f (yj = 0 sagt man auch: sie ist das kleinste 
gemeinsame Viellache der irreduziblen linearen homogenen DifFcrenz'^ii- 
gieichuugeii 

= 0 , = 0 , . . . , J'JpJ = 0 . 

Eine vollständig reduzible lineare homogene Differenzengleichuno- 
kann auch aut folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig^ is“ 
charakterisiert werden: für sic existiert wenigstens ein Fundamental- 
sys ein von Lösungen derart, daß jedes Element dieses Fundamental- 
sjstems auch Losung einer irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 


1 ) GuMherg, 11 , 
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gleicliimg mit rationalen Koeffizienten wird^ was im allgemeinen durch- 
aus nicht der Fall zu sein braucht.^) 

Ein spezieller Fall der yoRständig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung ist die irreduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung. 

Nicht jede lineare homogene Differenzenodeichuncr 

mit rationalen Koeffizienten ist YoUständig reduzibel. Infolgedessen 
empfiehlt es sich, den Begriff der größten yoRständig reduziblen linearen 
homogenen Differenzengleichung, die zu einer gegebenen homogenen 
linearen Differenzengleichimg Q{y^) = 0 mit rationalen Koeffizienten 
gehört, einzuführen: 

Ist V{ijß) = 0 eine yoRständig rednzible lineare homogene Diffe- 
renzengleichung mit rationalen Koeffizienten, deren sämtliche Lösungen 
der yorgelegten linearen homogenen Differenzengleichung genügen, und 
existiert keine irreduzible lineare homogene Differenzengleichimg mit 
rationalen Koeffizienten, deren Lösungen der Differenzen gleichung 
= 0, aber nicht V (y^) ~ 0 genügen, so sagen wir: V(i/J == 0 
ist eine gy'ößte yoRständig rednzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung, die zu Q{y^ == 0 gehört. 

Die hier gegebenen Definitionen sind ganz analog den yon Loeiry 
(Math. Ann. 62, 89 — 117) für lineare homogene Differentialgleichungen 
gegebenen. Die Sätze, die sich aus diesen Definitionen herleiten 
lassen, sind daher den für die linearen Differentialgleichungen be- 
stehenden Sätzen analog und lassen sich ohne Schwierigkeit beweisen. 
FVir geben deshalb nur die Flauptsätze ohne Beweis und yerweisen 
auf die oben zitierte Abhandlung yon Loewj. 

Satz I: Zu jeder homogenen linearen Differenzengleichimg mit 
rationalen Koeffizienten gibt es eine einzige ivoldhestimmte zugehörige 
größte vollständig reduziUe homogene lineare Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten. 

Satz II: Eine vollständig reduzible homogene lineare Differenzcn- 
gleichung ist entiveder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele 
Arten Meinstes gemeinsames Vielfache irreduzibler homogener linmrer 
Differenzenglcichungen. Notivendig und hinreichend^ damit eine homogene 
lineare Differenzengleichung mit unendlich vielen irreduziblen homoqenen 
linearen Differenzengleichungen Integrale gemeinsam hat^ ist, daß dies 
für die zu ihr gehörige größte vollständig reduzible homogene lineare 
Differenzengleichung zutrifft. 


1) Es ist dies ein eharakteristisclier Unterschied g'egen über den algebraischen 
Gleichungen, bei denen jede Wurzel einer irreduktiblen Gleichung genügt 
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jdieraus ergeben sicli nocli folgende Sätze: 

Sah’ Gibt rs für eine reduzible homof/ene lineare Differeu'oen- 

gleiclaaig eine einzige oder eine endliche Anzald verschiedener irreakizihler 
homogeuer linearer Bifferenzengleichimgen^ durch deren Integrale die vor- 
gclegfe Gleichung hefriedigt wird, so ist die Suwme der Ordnungen 
dieser irreduziblen Differenzengleichungen stets Ideiner oder hbchslens 
gleich der Ordnung der vor gelegten Gleichung. 

Satz IV^): Damü eine homogene lineare Differenzengleichung mit 
unendlicJh vielen irreduziblen homogenen linearen Differenzengleichungen 
Integrale gemeinsam habe, ist notwendig und hinreichend, daß icenigstens 
zicei derselben gegenseitig von derselben Art sind. 


1) Guldherg, 9. (vgl. Loeicy, Math. Ann. 56, § 4). 



Sechstes Kapitel. 

Gruppentheorie 2. Teil. Die Eationalitätsgnippe. 

L Die Eationalitätsgruppe einer liomogeiien linearen 
Differenzengieiclmng. 

Es sei gegeben die homogene lineare Differenzengleich nng mit 
rationalen Koeffizienten: 


(P) 




I («) 

• +ii V.C 


= 0 . 


Wir bezeichnen mit yf’, . . t/f ein Svstem von Fundamentallösuugen. 
Wir setzen: 


+--+o,rvr’, 






wo die willkürliche rationale Funktionen von x sind. Die Funktion 
befriedigt eine lineare homogene Differenzengleichung von der 
Ordnung 7%^ mit rationalen Koeffizienten: Um diese Gleichung zu 
findeig bilden wir die sukzessiven Werte: 


y.: y 


X-hl ? 




ausgedrückt durch y^\ . . und ihre sukzessiven Werte bis 

“dem wir + • ■ • durch 

die Gleichung (P) wegscbaffen. Eliminiert man zwischen diesen 
nr Ar 1 Gleichungen die y^^ und ihre sukzessiven Werte^ so erhält 
man die gesuchte Gleichung: 


A) r + r + ,r- 1 + • • • + r = o ; 

die gjjjd rationale Funktionen von x. 

Diese Gleichung hat die 7 i^ Lösungen 

{h^-= 


Sind die willkürlich gewählt^ so sind die Lösungen linear un- 


1) Guldherg, 2, 11. 
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abhängig; denn im entgegengesetzten Fall konnte man eine Differenzen- 
gleicliung bilden^ der die genügen^ nämlich =^0^ wo 

J) die „Determinante^^ der fr Funktionen (i^ k = 1^2^..., n) ist. 

Dieses Yorausgesetzt, lassen die y^^'^ sich rational durch und 
seine sukzessiven Werte ausdrücken: 


— «1 U+ «2 n+i + ■ • • + cv D+k=-i> 
2/2 f D + h D+1 + • • ■ + r u+^=-i7 


(a) 


wo die a, . . . l rationale Funktionen von x sind. 

Aus den Gleichungen (a) folgt, daß jeder Lösung der linearen 
homogenen Differenzengleichung (A) ein System von n Lösungen der 
linearen homogenen Differenzengleichung (P) entspricht. 

Dieses System muß aber nicht notwendig ein Fundamentalsystem 
sein. Die Bedingung dafür, daß zwischen den durch die Gleichungen (a) 
definierten n Lösungen der Gleichung (P) eine homogene lineare Relation 
mit „konstanten^^ Koeffizienten stattfindet, ist das Verschwinden der 
Determinante: 


y.: 


(2) 



y 


(P : 
.c + J: I 


'i == 1^ 2, . . .^n \ 

Je = 0, 1, . . >2. — 1/ 


Das gibt, wenn man die y^] durch die Gleichungen (a) be’stimmt, 
eine algebraische Differenzengleichung für V^: 

(<p) = 

deren Ordnung m- höchstens gleich — 1 ist und deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von x sind. 

Denjenigen Lösungen der Gleichung (A), die nicht auch die 
Gleichung (gp) befriedigen, entspricht dann vermöge der Gleichungen (a) 
ein Fundamentalsystem vmi Lösungen der Gleichung (P). 

Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung (P) ganz 
willkürlich gewählt, so wird im allgemeinen die Gleichung (A) keine 
Lösung, die der Gleichung (yp) nicht genügt, mit einer anderen Diffe- 
renzen gleichung niedrigerer Ordnung mit rationalen Koeffizienten ge- 

cD O O O Ö 

meinsam haben. 

Dagegen kann es bei spezieller Wahl der Funktionen 
Vorkommen, daß die Lösungen der Gleichung (A), die der Differenzen- 
gieiehung (yp) nicht genügen, doch eine algebraische Difierenzenglei- 
chung von niedrigerer als der Ordnung befriedigen. 

Möge 

u) u, u.i;---, = 


wo f eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet, die 



I. Die ßationalifciltsgrupioe einer Jiomog-cnen linoaroii Difr(:r(niz(mn-/oi,.|,„„„, ^ 


_ 'r, viry tue uieicmuig (^1) SGI ,• , 

m alo-ebraiscliem Snme irreduziliel. ' 

Es ist zunäclist idar, daß Jede Lösmi.o- you (f), die nicht 

(xleicnim.o' f m) ^7;^ ni^-i /an . . . ^ 'ikjji, 


nzLii^>-le 

iGiiuiio-. i2(} 

(y>y 


jjirJii'i 


llOZlIn- 

' auf V 


-!• l-p 

) , ( 1 1 n 

iiiVJji (Inr 

muß. 

^^<‘111! ;i,US 




V. -y .rruexp uie üociisteiis vou der Ordnun<,r p- | „„a i ' 

gememsame Lösung der Gleicliungen (A) und {[') - VV ■ i / ' 

dabei nur mittels der Gleicliuuo- ff) i' i i ” ' ^ ' l’'■‘■>'||<!be| 

Gleiclmngen »-iemimug (f) „nd der daraus abguleitGte, 

ffi) + (, 

die sukzessiyen Werte V V i/ 

zu eliminieren. Die GÄumrT'’;,'’ Z'-\ ( A ; 

denn „ä.-e / = 0 Jeet 

gleichung- medrinater Ovnine,„„. a- . ■, du, Dilleiviizeii- 


p) 


veLxc werte y y j/ 

zu eliminieren. Die GÄumrT'’;,'’ ( A ) 

denn e„.et „il.n / = 0 Jeet 

int; d. 1. jede Löenng ,oTm L L Sennn,«,,,,,. 

Ide sei nnn /«„ne ,■ „ „ . 

und es möge derselben gemäß den Gleiolinng™ |n) ,h„"4V'"" ' 

l:t“Te ^ ■ ■’ <!■) «::; 

e eine beliebige andere Lösuii..- von bl'! und m 

entspreehende PiiudameiiMsj.slein von (P). nlStd '' 


«1 ‘d.d 'S ■ ■ ■ -r /I //«« 

ßi!c ?,Eonstantcji" sind. 

tracblei; Is“ Tni' diet'wSf dtm ür"'“" 1«! br- 

Msnng /« der ffleieiimg Z "T"" "i’ 




'■i'y wa.s 




«in Fundamentalsystem von a\ i/ ^ 

Fosung. T- ,ou (f) der Folm i-'i <f- allg,.,,,,. 

ö,-cv,f + ...^,1 

“darstellbar, wo die d' TTn irr ''' 

Wallenber,. L ' sind. 

«Ufercngoagloieliunggn. 
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6. Kap. Gruppentheorie 2. Teil. Die Rationalitätsgruppe. 


Bilden wir die sukzessiven Werte von und setzen diese Aus- 
drücke m die Gleioliung (f) ein^ so folgt aus dem Umstande^ daß F^. 
die allgemeine Lösung von (i) ist^ daß zwischen den zB ^JLonstanten*^ C- 
eine gewisse Anzahl algebraischer Beziehungen bestehen muß. Da 
wir aber p willkürliche ^JvonstanteiF^ haben ^ so werden die C- alge- 
braische Funktionen von p wülkürlichen „KonstanteA'^ sein. 

Folglich sind auch in den Substitutionen (S) die „KonstanteA^ 
ßik algebraische Funktionen von p wiUküiiichen Parametern X. 

Die so erhaltenen algebraischen ßelationen zwischen den ß , 
drücken aus^ daß^ wenn die y^/ einer wiUkürlichen Lösung von (f) 
entsprechen, die durch die Substitution (S) abgeleiteten einer 
anderen Lösung von (f) entsprechen. 

Unter diesen Umständen ist es klar, daß, wenn man zwei solche 
Substitutionen (S) betrachtet, die zwei verschiedenen Systemen der 
Parameter l entsprechen, das „ProdukP^ zweier solcher Substitutionen 
wieder eine Substitution derselben Form ist, wo die Parameter X durch 
ein drittes Wertsystem bestimmt sind. Man sagt dann: 

Die SiibsUüitlonen (S) Mlden eine Jwntimiiediche Transforniations- 
gntppe. 

Wir hezeichuen diese liiieare homogene Transforniationsgruppe 
mit G und nennen sie die Kationalitätsgrnppe der gegebenen linearen 
homogenen Diöerenzengleichung (P). 

Es gilt nun der Satz: 

Jede rationale Dif[d'eAizenfmJUon der Elemente [^J eines Ftmda- 
mentalsysiems der Differenzenylciclmnr/ (P), die (jlelcJi einer nitiomden 
Funktion von x ist^ blelht als Funktion von x unyeändert ^ ivemi 
mm auf die [yj eine Transformation der Gruppe G anwendet; und 
umgelceh't: jede rationale Differ(‘nz(‘nfu7diiion der [yj, die als Funktion 
von X hei der Transformation von G angeändert hleibt^ ist eine rationale 
Funktion von x. 

Es sei F\yf\ eine rationale Dißerenzenfanktion von der voraus- 
gesetzten Beschaffenheit. Ersetzt man die y|.'\ . . ., y^j'^ und ihre 


1) Es sei emo Schar von Transformationen vorgelegt 
(a) ffx^ . . cp - . . af, 

wo die [\ reguläre analytisclio lüinkiionen ihrer Argumente und (üo a Konstanten 
sind. Ist die Aufeinanderfolge irgegd zwoder Transrormationen dieser Schar stets 
einer einzigen Transformation der Schar iujuivolent, so dehnieren die Gleichungen (a) 
eine r-gliedrige kontinuierliche 'Transformationsgrupine 

Die Theorie der kontinuierlichen draus iormatioiisgruppcn rührt von Sophus 
Lie her. Eine eingehende Darst(dlurig (li(‘scr Theorie findet man bei S. Lic und 
F. Engel; Theorie der Transformationsgru[)pen, Leipzig IssS. Man vgl. auch 
L Schlesinger: Handbuch d. Theorie der linearen Differcnzenglcichungcn Bd. II, 
S. Iff. 


e Diffe.enzen,leieh-a.g. 13^ 

ir f 7 s: t^w?sJe ] 

kommen wird, in einen Ansiui (f) ge- 


1 ^(V , V K ^ 

^ 0 : 4 - 1 ; ••■; 1 ^ 

von ;tst' ßalnu'rS^SnS ^“ktion K.) 

i'AF F T. . “ 

^^'^ "■’ K+y) = //(3;) 

£ WM nS» t“®rs“'':i« fr47"=- 

srss; -sfn t Jrrf?"““ ~ ? 

;"” K *.rch ea.e bel.ii,, ..“ l'“'’''* wenn 

les.gt nbee „id.fe ™deMs, ale daS dr„ 4 T 4 ^ies 

werindert Ueibt, wenn man auf die ,,'«' M 7 "“ * ■“- 

(S) der Gruppe G ansübt o'n , . • ., i/^ eine Transfomation 

™ TfeSbet 

die W .. Oe ^ a vauante von G. Ersetzt man wieder 

wodurcb sich n[y ‘| in EVe ■ Ausdrücke (a) 

liclikeit von 74^;;] bei Aiinrnndun^ ’e"“ ^“veriinder- 

Ansdruck F dieselbe Eunktion von ^11- "”??"^*“" 
chung (f) man auch für F einsetzeu mao- ’ R^'f Losung der Glei- 
uichsten sukzessiven Wertes F ^ in ,ipT f] ■“ ßi’ad des 

Gleichung für tviUküHiche Werte von (0, so hat diese 


, ' X+p^l 

‘“ verschiedene Wurzeln F,^ 

bewÄ”/4“r44"‘‘7‘'''®'“'‘‘“S“(0.ad(y , „ , 

McWeni „idef ("“St;™" A'F f! , 'ir™ W' 

lion r'weUen wir m« ^ <''» » redürierte ’f’uF 


lltiddn'^F" '-'’ iWArgnmente) 

£ -'«"selbd Wert »,F„„ ffi, ^ l/™*"’““* “"!> Vorstdendan 

w>» w ™i.pr,circ.ndd «'Aird;ii"g,iet;t";4f“7/7f7“ 
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Gleieiiun-en (f) und (^) (2 = 1; 2, . . o' -^>) ^eiiü-t. Nun kann inan 
zuiiäclist' ^viWälrlich vvaUiIeiG (Fnii ans (F 

irgendeinen der zugehörigen Werte von F^,_j ^ teuien^ ans ( i,) ipnnn;- 

einender dazu gehörigen n Werte von + i sclihcdilicd) ^ aus ( , ) 

irgend einen der zugehörigen ^ Werte von iür alh^ di(\s(‘ W t*rl 

Systeme nimmt F denselben Wert an. Da aber dn^ siikz(*ss!\ >ui 

Werte FF F , nur in der (g — 1 Dohmz euiiicäli. 

SO ist das wegen der algebraischen Irreduzibihtan der (^leichunu' f 1 \ 
nur möglich^ wenn F die Größen F^., ■ • ■? Kr \ v ^ibtu-haup! 

nicht mehr enthält. Es ist also F und daher aiudi (diU' rafionai«^ 
Funktion von x. Q. e. d. 


IL A. Eediizibilität der 

B. Die Kationalitätsgruppe von Dittenrnzengleicliiiniren 
derselben Art. 

A. Ist die gegebene lineare homogene Differenzamghu* rin mg mit 


+FV,.+„_i + 


uu 

■F, //, 


0 


rationalen Koeffizienten: 

(P) 

reduzibel^ so existiert nach dem 5. Ka}!. eine lirunrc^ lioitioguiia f)i ild 
renzengleichung niedrigerer Ordnung mit rationabui iFudli/uhuGtuu, rt u a 
die folgende: 

H 1- 


(a) 

deren sämtliche Lösungen auch Lösungen (hu’ 
FiyK) = 0 sind. 

Sei nun 


4’(ig(d)(uien t i Iai(‘hu rip' 


(1) (-) 

Vx 7 Vx 7 • 


Vr 


(«') 


ein Fundamentalsjstein von Lösungen der (ileicdiiuig ( a ), muß durfdi 

die Eationalitätsgruppe G der gegebenen Ohuhdiung du' liiuujri* SFüir 
(b) 


in sich selbst transformiert iverden; denn existi(!i-f e ci'iii' 'I'nui.- f .rm;i 1 1 . .o 

von G, die eine Lösung von (a) in eiii(‘ Lrisung ;/ . 

die nicU zu (b) gUiört, so müßte die Glcic.hiiiig f,-i,) ' di,. 

Seite i?(^J der Gleichung Lat ja einen ratioualou Werl i niinilicli Xi'dl 
bleibt also im-ariant bei dieser Transformation ■ ^ durcb >, 
wden , was unmöglich ist, d. h. die ItaUoualilälsyrnppr <; ili'n.iFi,: ■' 

1 ; Ist <? irgend eine Giuppe linearer ]iomoo-(ni(u- Sul.sl Hiitinni-n u- \ ^ 

und kann man di_e.e Gruppe durch Einlubrung vom „o,„.„ {'.Kh', ''V 

"GW®“ Varia), l<m mir kuurlanto., K.,,..'- 

aer tiansfoimieiteu Gruppe -v der neuen Vari-i tilm, ,» i ■ •' 

nutereinander substituieren, so heißt die Gruppe V reddihi.' " 





n. A. ßedüzibilität der Ration alitlltHgruppo. 


Ist umgekehrt die Eationalitätsgruppe der gegebenei! ti leien ung 
reduzibel, also etwa von der folgenden Form: 



=^11 


+ • • 







+ • • 





=^.i 


~f * * • 

+ 




= c 



+ W,-i,.siR”'"'+-- 

--I r V/'"* 

‘ y 1 ln ” r ? 



/f+- 



1 (^0 

* ^ o 7 

rlbO/Of 7 


= L.1 


m. 

1 


+ F,rS-lR' 

■ 1 1 


so sind die Koeffizienten der linearen homogenen nilfeiauiy.tnigleicliung 
ÖKlnung, von wehhev ■ ■ ■, I’uiHlanieiil.alsyshm 

von Lösungen bilden, invariant hei G^) und haben folglicli ciiieii ratio- 
nalen Wert; die f/ef/ehene Gleiclmru/ ist also redusibclS 
_ Aus diesen Bemerkungen folgt: Wenn', die JLitio n:i 1 iiiilsgriippe 
einer linearen homogenen Differenzengieichuiig <) von der 

Ordnung n reduzibel ist und daher io die Form 


G,/ 0 




gebracht werden kann, wobei G,^ einen JnlmgriiT von Mnirizes mit 
n Zeilen und v Kolonnen, G,, einen Inbegrilf von IVI n tri/.es von 
n V Zcüen und v Kolonnen, G,, einen Inlmgriir von M n triz.is mil 
n~v Zeüen und n v Kolonnen, healenimt so o'ibt 

es stets eine lineare homogene DifferGnzengleicliung /.'(,/ ) o \'o„ 
der Ordnung 1 . mit rationalen Koeffizienten, deren silrnti i,-'l.'o Inte.oule 

der Gle.clmng = 0 genügen und welche op als 10. tionaj'diits 

gruppe hat. 


B. Wir wenden uns jetzt zur Beziehung zwisclien dom A rtbeurill' 
und der Kationaiitatsgruppe einer homogenen linearen I ) I irerni/ni 

gleicJiiino-, 


Es seien gegeben die beiden homogenen linearen I )i n'rnm/.en 


it’lcichuDO'ei] 




(") 


y, — 0, 


1) Vgl. 4. JCap , I. 


(') 


-'r--- + AK 


O. 


u). 



G. Grupijentheori© 2. Teil. Die Eationalitätsgruppe. 

lall Xoeffizieiiteip und es bestehe die Beziehung 


' 0 ).. I ! 




+ . 




-r-n — l 


y*'u (Ile rationale Funktionen der x sind. 

Die Gleicliuiig (2) ist also mit (1) von derselben Art. Ist 
hi^- n—Vj so existiert eine lineare homogene Differeiizengleicijung 
F"’’ Ordunng mit rationalen KoefUzienten == 0^ deren sämtliidio 

Lösungen der Gleichung (1) genügen (vgl. 4. Kap.^ III). 

Wir setzen (betreffs der Bezeichnungen vgl. 4. Kaj).^ IIJ): 




und ferner: 




1= n 


.. t 
* 


(’■) 






t" 


V;. ob') + 2 (G 00 _____ ■^^7' ^ (0 


^=1 ^=1 
//; = v_(-2, . 


ein System Amn ».{n- - nj will 


hierbei bedeutet l, ,0" ^ 

U = 1, 2, . . ^ 

kfuliclieu „Konstanten“^, die nur der Bedingung luiterworl'ca sind d'iH 
die Determinante ! l,, Qc, 1=1,2,..., n) von Null verschieden ist, 
damit die n Funktionen . . ., ein Fuiid!imenliilsysi(mi v„ii 

Losungen der Differenzengleiclrung P(://0 = 0 bilden; die ursimi 
V Funktionen tji (0? • ■ die Elemente eiinvs Fiuidanieiiiul- 

STstems von Integralen der Differenzengleiclrung ll(ii^) . (j. 

liden wir unter Zugrundelegung des Fu'mhimeutulsvsiems \,,n 
nsungen t; , ..., die Kationalitntsgrup])(‘ (1 d(!r 1 liffeivu/wn- 
gleicbung Fim = 0, so erscheint dieselbe in der Form; 


(?ii i 0 


’ 

Hierbei bedeutet die Dationalitätsgrupjic von l!(v ) 0 \\ i, 
■hUrj - 0 ist, die mit iOm = 0 zu derselben Art gehbrl " 

ist, so folgt, daß die n~v Funktionen 



II. B. Die Bationalitüfagmppe von Diffsrenzengleichungen derselben Art. 135 

wegen aer besonaeren Form der Gruppe G die Elemente M 

des Fundmnentalsystems von P(^J = 0 überführen in ’ ' ' " 


Gl 

+ Gä 

[ 

• • + GpG!’^ 





Gi^’ 

+ Gä 

+ • 

•• + G,.e>, 





e t 

^rl S 

+ Ga.f 

_L . 

■ ■ + Ga-G-'^ 






t~ G.+12 G- 


■ ■ +G+1pG^''^' 

J— n 

‘ ^rSlrG 



h- c 

^ S'+Itz S ; 

Sa S’ 

+ Go 

+ • ■ 

■■G-GrG^'^ ■ 

■G Gv+i 

G""" + • 


_L . An) 

Macht 

man davon Gebrauch, daß 







G = 

a(p>)_.. 

• = .1( 

‘if) = 0 



. so gehen durch 

die Substitution S die n 

— V Funktionen 


A{i 

A-SD) 






U' in: 




^ / 





)+G 


■’>) + ■ 

■ ■ + G+id, 

tel 

(G) . 

^v-i-2p-K 


) + G. 

x2„ + ,A(i!;"^- 

*>) + . 

■ ■ + G+2« 


(G) , 


Sette“ ™' ‘""S»“''™'’“» Suktitutio,. ™,.eehen <le„ 

■ht'"'’). ..., Ä(&<) 

ssSSSS“ d o” jtT"“ ‘'“„Ir"? 

besondere» iorn, der Gruppe G, daß'lie Gestmtbeir dei°TSns&r 
™ppr'e ™ ptt" «“™t S *r IfationaliSito- 

drestit. ZStt ““ «'"PI« biKIel; 

Betadileb man irgend eine leitionale Differensenfnnlrtion tou 
HA"), ep;,""’), ..., A(fi>), 

“r ™“r'“ ?*" “ “““ “-*> “>» 

^ ’ ■ ■ ■’ '"'''gefaßt, bei einer jeden Transformation S der 

Rationalitätsgrnppe G von P(y.,) = 0 ihrem Wert nach ungeändert; 


'j- -üTs-p. Groppöntl] 001*16 2 . Peil. Die I^citionfilitcltsgruppo. 

einer Siibstitutiou S für die m Funktionen ont.sprielt 

aber die tSubstitutioia Ä, für die n — v Fuuktionc'n 

dalier bleibt eine jede rationale Differenzenfunktion yoji 

welcbe einen rationalen Wert hat^ bei allen Substitutionen der Gruppe 
(Go ibrem \kert nach imgeandert. 

ir können aber auch ani 2 ;ekebrt zeio-en: 

Bleibt eine rationale Differenzenfunktion von A P' ' 'P . . A (/'"') 
bei allen Substitutionen der Gruppe e», ihrem Werte nach uiigcäiuhu-t. 
so ist sie eine rationale Funktion von x. Bleibt nänilicb dff Funk- 
tion, aufgefaßi als Funktion von b(d dmi Sub- 
stitutionen S„, von (r.,, ihrem Wert nach ungeändert so si(' 

als Funktion von /("> bei allen SubstituGoneu S' von' g' 

ihrem ert nach ungeändert. Da aber 6r die Eatioiialiläts'n'j*up|)(‘ diu* 
linearen honiogeneu Differenzengleichuiig 'F(y )^() ffp- p,i,|(ia, 
nientalsystem /p..., p) ist, so ist dÖ betracliteto IGinkiio'n 
eme rationale Punktion von ai. Folglich ist die Gruppe G'.,„ die 

EponaJitatsgruppe der Gleichung ()(pj = 0 . Wii- haben also' den 
tolgenden Satz: 

Gehört die lineare homogene DlffAenmiejlciA^^^^^ (iui ] 0 mn. 

p- .G?0 'k? homogenen Dilferen^nnileirlnnni 

()>'dnung n zu derselben Art so Aenn ' nntu ,/; ■ 
Latwnahtatsg nippe G von F(gJ = 0 in die Form: 

Gj, 0 

Cr (r 

Fül V — 0 hat man den Satz: 


die 


. - 

in. Reduktion der EatioualitiitsoriiTnu- n- 1 

Differeii/eno-i^vi hoiiiogeiie üinmn“ 

u>meieiizeiigleiciini!g zweiter ürdimug. 

^ipTragweite der GafoGschen Theorie der .,i ."i ■ , 

c-ng,,. Legt 



III. Reduktion der Ratioualitütsgrupj^c. 1;I7 

Grkicliung weseuÜich von der Struktur ihrer GaloisHcho.n Gruppe ul>- 
ülinlicher 'Weise bestimmt für eine lineare liomomuK; 
Uifferentialgleichung oder Differenzengleichuiig die ilir zugeliilio-e 
Irationalitatsgruppe in gewissem Sinne das bei denselben auzuAleiidciidc 
LösungsTerfahren. 

In der Uafoissclien Theorie der algebraischen Gleiclmno-eti Läßt 
sich indessen die Gahüsehe Eesolvente und dabei die Gruppe der 
gegebenen Gleichung direkt bestimmen. In der Tiieorie der Hatio- 
laalitatspmppe einer linearen homogenen Differenzengleichuno- lle"fc 
die Sache etwas anders. 0 n 

Man kann hier nicht direkt die Iiation;ilitü,tsgruppo eimn- «-e- 
gebeuen UiS-erenzengleichung bestimmen. Man muß hier mit iloin 
ro em anfangen, sämtliche linearen homogenen Griippi'ii in u 
Variabein zu bestimmen, und sodann untersuchen, ob eine bestimmte 
Giuppe che Ration ahtatsgruppe der gegebenen Gleicimiig ist. 

le Losung einer vorgelegteu linearen homogenen Diirerimzeii- 

W^i-ebT 1 ''* k™ an7msehen, wenn cler.ienige itationalitäts- 

beieich bekannt ist, für welchen die Eationalitätsgruppe der gegebenen 
Difierenzengleichung nur die identische Transformation mitl.äh- dem, 
dann sind che Elemente eines Fuiidamcntalsjstems ..., //"I selbst 

rational bekannt. Es wird also darauf ankommen, ' len Ihdionalitiils 

bereich so zu erweitern, d. h. neue Funktionen zu 

sich die Lationahtatsgruppe der Differeuzeugleichung redu/.i.n'i ' 

Als ein Beispiel des hier angedeutetea Lösungswirlahrens eimn- 

'"•"lo- 
hn fihr? btdiandeln „ml verweisen 

spre^eikTn r t Abhandlung von GnUlbny, 7‘-, sowie anC die e„t 
spiecl enden Lntersuchimgen von Picard^ und Fe,s,svVi/L fibe,- Dijr,. 
rentialgleichungen, deren eingehende Uar.stelUmg ma„ in dem I .„.d' 
buch“ von Schlesinger, Bei. 11, findet 

'lomogcm Gruppe in vwei 
landeihcheu und ihre sämtlichen Üntorgruppeii dar: 


y 


(1) 


r(i) 


(k 


(1) 

wo = 1 ist 

(oj 




■ 










’-k'/k + 

^,yy 

;vf 

' -1- 

Ak" 





1 ) Tratte d’Analyse, III, 531 (Paris 189G) 

3) Annalcs de ]’Ec. Normale (3) !) (1892),' 197 fi-. 
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(5) 

U- 

t.'G\ 

(6) 

- 

tbft 

0) 


GG 

(8) 

vk - 

vT > 

(9) 




Betrachten 

wir die allgemeine 


gleicliung zweiter Ordnung 

(A) 


il. Die Rationalitätsgruppe. 



lineare homogene Differenzen- 


SO entspricht ihr die allgemeine lineare Gruppe (1); die Gleichung (A) 
ist dann irreduzibel (vgl. Nr. A). Drei Hilfsgleichungen spielen eine 
wichtige ßoUe in der Theorie der linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung. Es sind diejenigen^ welche die In- 
Yarianten der Gruppen (2), (3) und (7) definieren. 

Die Gruppe (2) — diese Gruppe ist die größte invariante Unter- 
gruppe der Gruppe (1); sie ist außerdem einfach^) — hat die Invariante 




■ yfy 


(b . 

.y+l 7 


diese genügt der Differenzengieichung 


(a) - lAx = 0 ■ 

Die Gruppe (3) hat die Invariante 


sie o'enügt der Differenzengieichung: 

ö O O O 

(b) + = 0- 

Die Gruppe (7) hat die Invariante 


sie genügt der Differenzen gleichung: 


C,. + 2 - 1) 0 ^ l) _ '■/, ,■ 

+ 2 - ’l.) — Pc P.C - 1 ’ 


1) Ist T Symbol einer beliebigen Transformation clor r-gliedrigen Gruppe tr, 
und ist S eine beliebige Transformation einer [Intcrgruppe von 6^, so beißt 
diese Untergruppe in G invariant, wenn stets auch die Transformation T~GST 
der betreffenden Untergruppe angehürt Eine Gruppe, die keine invariante 
Untergruppe besitzt, heißt einfach. 

2) Ygl. Ur. IV, A d. Kap. 


ill. ßeduktion der -Rational itätsgTuppe. 139 

Sind nun die Diiferenzeng-leichungen (a) und (b) gelöst, so ist 
aucli die gegebene Gleicliung gelöst. Denn es seien ii , 
drei Lösungen der Gleichung (b); es gibt dann drei Lösmigen d«- 
Gleichung (Ä) yf\ derart, daß 


und außerdem 


- n.‘ 


u 


C2) 






1 + 




(2)' 




ist; denn die beiden ersten Formeln definieren und 7/^“^ nur bis 
auf einen ^^konstanteifi^ Faktor. Wir erhalten dann: 

(«L- m.3) vT + th- «.'9 = 0 , 


und daher: 
fii) 




1") 


.'»7 


Vr 


.. (.)_ 7 / "■ Gl- 

^ k — «1-: 


Oh'.'' 


Das Wurzelzeichen kommt daher, daß die Gruppen von 


u"' und die gemeinsame Transformation 


',00 

Vf,., 


1/3 = 


w,fO 


- (2) 

;// = 




besitzen. 

,, n ist, feevvM tnr die InvaruiMen Hpe-ieller Unler 

^^n,erem UationaliliUsherneh ad- 

Fs läßt sich auch allgemein zeio’pn rloR rlno r -n /• 1 

Pi'nnv 1 t, claS ROS U imR V 01' I H,] 1 l'( M 1 

»“ dSr Hum“ ß,ire..en»„gleicl„„g i., d„, 

dp, TT t ^ Hilfsgleichiuigen (ßesolventon) definierter Jnvarianbm 
de Lntergruppen unserer Rationalitätsgruppe besteht, wodurch de •<.„ 

^ wmhiio" S r '?3"3l'^.U^’tergl.uppe bewirkt lird. ll, '* • 

“;:n r 

mehr abliängen; in dem entsnrpphprrcio -r, +• ' 9^°^^ heiiunn Paranic((T 

der Yorgelegten Differeiizengieichuiio- al^ WurzeL^ -'^täberemhe sirn] die hösungeii 

a.„. d.„ E.M„„alig«,l,.„VilSh™StL^^^ 
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reduziert yv erden 5 ist das der Fall^ so ist die Yorgelegte Differenzen- 
gleicliLing integriert. So wird bei unserer Differenzengleiehung zweiter 
Ordming (A) die allgemeine Gruppe ( 1 ) durch. Adjunktion der Funk- 
tion die eine Invariante der ^jUnimodulareA^ Gruppe ( 2 ) ist und 
der Idesolvente (a) genügt^ cuuf eben diese Gruppe ( 2 ) reduziert; ferner 
die einfache Gruppe (2j durch Adjunktion der Lösungen der Resol- 
vente (b) auf die ^pdentische^^ Gruppe + y^J\ womit 

die Gleichung (A) gelöst ist: in der Tat haben wir die definitive 
Lösung oben in der Form angegeben^ daß y^^^~ und y^^^' rationale 
Funktionen der Größen , u , sind. 


1 . Auf gälte. Welche Beziehung besteht zwischen der ßationalitäts- 
gruppe einer linearen homogenen Differenzengleichung Ordnung 
und der Gruppe ihrer {n — assoziierten Differenzengleichung? 

2. Aufgabe. Wie ist die ßationalitätsgruppe beschaffen^ wenn eine 
lineare homogene Differenzengleichung algebraisch integrierbar ist? 

3. Anfgabe. Wie ist die Rationalitätsgruppe beschaifeip wenn eine 
lineare homogene Differenzengleiehung durch Quadraturen^ d. h. durch 
eine Kette linearer homogener Hilfsdifferenzen gleichungen erster Ord- 
nung lösbar ist? 


Lösung: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir^ daß 
eine homogene lineare Differenzengleiehung dureb Quadraturen lösbar 
ist^ ist die, daß ihre Rationalitätsgruppe integrabel ist^ d. h. nach 
A. IjIC für eine gewisse Wahl des Funclaxnentalsj^stems die folgende 
Form hat: 


:A 

A'" 


y: 


(3) 


= 


= a., y 


( 1 ) 


+ 


y») 


Vl 


(i) 


(-0 

Vr 


A-V-- 


A- 


Daraus ergibt sieb mit Benutzung allgemeiner gruppentbeoretiseber 
Sätze von S. Lie^ daß die aUyemenne lineare Itijfererizengleicliung 'lA'' Ord- 
nung für ny>l nicht durch Quadraturen lösbar ist. Insbesondere folgt 

j 

für Difierenzengleichungen zweiter Ordnung^ da der Ausdruck ' ‘ ^ als 

Vr 

Invariante zur Gruppe (3) der oben angegebenen Tabelle gehört und 
diese Gruppe alle folgenden, d. h. alle iutegrahlcu Gruppen enthält: 
Damit eine homogene lineare Differenzengleiehung zweiter Ordnung 
durch Quadraturen lösbar sei, ist notwendig und hinreichend, daß für 

irgend eine ihrer Lösungen der Ausdruch 


rational ist. 


IV. Anwendungen der Theorie der fiationalitäfcsgrup])e. A. IJ [ 

Beispiel: Die Gruppe der linearen laomogenen DifFereiizeno-Ieicliunu- 

mit konstanten Koeffizienten; bei dieser ist « ^^enn «. eine 

Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. ' (GuldhenL 7”, Kan. II 
N"!'- 8 — 10; vgl. 7. Kap., I.) ' ’ 

4. Aufgabe. Wie kann man das Bestehen algebraischer Itelalloiieii 
zwischen den Elementen eines Fnndamenta] Systems von Lösmigcn (aner 
linearen homogenen Diffei-enzengleichung für die Integration der Glei- 
chung verwerten? (Ygl. IV, A d. Kap.) 

5. Aufgabe. Wie wird die Integration der aJlgemeinou linear.uj 
homogenen Differenzengleichung dritter Ordnung sich durch Betrach- 
tung ihrei Rationalitätsgruppe g'estalten? 

IT. Amvenduugeii der Theorie der Riitioiiiilitiitsgrnppcu 

A. Algebraische Beziehungen zwischen den Lösungen einer 
homogenen linearen Differettzengleichung. ’) 

Wahrend m der Theorie der Differentialglcicluingon iiusgedehnhi 
h orschungen über diesen Gegenstand existieren, ist für JKlforenzon- 
peichunpn in dieser Beziehung noch wenig geschehen-’), sodaß sich 
iier noch ein w^es Feld für neue Untersuchungen erölinct. 

Besteht zunächst zwischen zwei Fundamentaiintegralen v, mui t 
einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung 

eine irreduktible algebraische Beziehung mit komstanteii Ivhuiflizicmte.u : 

y = 0, (A ganze rationale Funktion von i/,. und f,.), 

so darfy nicht homogen in und sein, da sich sonst — „nt 
gegen deip oraussetzung — der Quotient als Konstanic er 

geben würde. Wir kouneii diese Beziehung in der Forn, 

schoben, p, ) .l™ i, 

— /Otr-i-hO; ^^^0 Hllt Rüclvsifiht aiil' (1): 

Aiu V*+ 1 -k - vjig], I J ) - = () . 

_ Die Gleichung (1) Jgt also jedenfalls iin all<.-emeiuen redn/ibel 
m dem weiteren Sinne, daß die Partikularlösuug g "dner vivhl linenren 
Differenzengleichung erster Ordnung genügt, dere; Koeli;:!.,!::; 

1) Wallenherg^ 1 . und 2. 
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Rationalitritsbereiclie von (1) aiigehöi’eii. Wir kr)]iueii aber iioen nalir 
erschließen: es ist nach dem 2. Kapitel, IIl: 

1"" ==M/f(— (/J, (« „Konst, iinio“): 

außer (3) besteht also noch die niei(dinno*: 

('ij V.rfai.v n) — r 1 /’( > — 'C ‘ • 

Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich dnndi Mlini inai ion 
von im allgemeinen also aus 1 2) juicli als ahichraischt 

Fnnldion vcyn ])^, q^, nad dp, sind diese (irößen sellxu- a Igt‘brais(dir 

Funktionen von x, so ist d<mina(di die aUtjenieixc Lösung (hu- (iha 
cliung (1) eim^ (([(fehraisrlic Faaktiaa von x. 

Dies wird nur dann nicht der ILill sdn, uumn di(‘ Kliniiiudion 
von j ^ aus den l)(U(h‘n Gddchungtui GL und (4i unniögiich ist. Zn 

nächst könnte die (iloidiung (3)) diK' Idcidität sein; das ist ala-r nur 

dann der Fall, wenn / eiiu' In/ert/'c Fiinklion ilii’ss A raunaud (*'■ und 


iS,. 

Dio (H, 

u'c-liung ( 1 

1 1)(‘S 

ilzi in diestun 

Fall. 

(cne .JGu! 

Kiarite“ als P:u-i,i 

k'ula,rl<)sung: <‘s hc 

‘Stelli 

dalnu- 

ZV isehei 

1 ZU ei 

} M*! i*‘biu'(U( 

rnu(la,inatii,alint( 

'graicti 

U-' s,- 

( 1 i 

olinr weiter«*' 

; die 

1 M*/le}i nUL': 


ilio all--' 

(UlUUtle I;( 

isung 

braue 

hl in dt 

< *-(‘10 

talh* /uW/Z 


aJgehraisch zu sein. 

Al)g(‘S(*li(ui von di(‘S(un Falle isl di(‘ Fiiiiiiiial ion \(.n p , ^ ans 
(3>j und (4) daun und nui- dann uninöirlieh, wenn di<‘St‘ heithan Gh-i 
chungen nicht unal)liängig vuinnhiamhu- aind, d. In wenn di<- l-öuikt ituia! 
det<u'!ninant(i ihr(u* linktui Sdten versdi u indet. Daran- ergihl ich 
dundi (u’ne eig(uiiüinlich(‘ vSeldnßwd^ta di(‘ in (hw Arbeit vtni W'oihff 
beyp [\2) uachg(*s(‘h(‘n vv(U-(hm inön(n daß die Gleicliuna 1. jjj (la*.<*‘ni 
Filifj z\v(‘i re::ipr()h'(' Lösunneii // , und ^ in* it/l: (La Ih’din-nui''' 

daJiir (u-gibt sndi aus dfui ( ? haehnnnen 3' und ! : 


0(1 er 


und 


in d(u- Form 


ig , I 10 '! 

a , j * , /> <) 

A \2 ' '■'//' '/. I 

li ' (I " 


1 



. Anwendungen der Theorie der Ration alitätsgrujDpe. A. X43 

für einen gewissen Wert der in cl^ auftretenden ,, Konstanten“. Dann 
wird 

also 


T- + 1 




•-K+l 

v «r" ,T ^ ‘‘2 ■ 0,1- + j 


TI T (h + ä,) . 


Die Lösungen und brancLen in der Tat keine algebraischen 
Funktionen von und zu sein, oWhl hier eine algebraische 
Funktion von und ist = ]/7jJ _ 4^ . 


1, algebraisch. 

^tc + S ' 


JBelsgiele: 


)^H-2 






X, X : u,^ • — x(x-\-V). Die Integrale sind alge- 

braisch. 

2. d^ transzendent. 

yx+2 ~ + ^Vx = 0 ; 

t;, = 4" : == = 2 . 8". 

Die Integrale sind transzendent^ aber algebraisch in d^: 

U, = y^d^, 

3. Äusnahmefall : 

(^_+ ^ + 1) (^~ + ^ — 1) 


yx.y2 


~iü -)-_ i; l) iC* {x + 2) 

(* + 1)-' {x— 1) '^-<=+1 + (W-f iy{x ij 


F = 


1-A— 2.r _a4+l 


Px<Ix 




= - ; d, 

ry> 7 X 


1 T 2 


X ’ -T 


h'^ ~d" -=^Ai\ 

X X 1 


^h.-'F y I- — d 


rK — 4 1 


7Ji±A = r(.), = ^ 

4. Algebraische Integrale m% Ausnahme falle : 

y + „ j .r(2®+3) 

■ * + - (« + 2)(2.'c4- i) ^^+1 (x- p 2)^(2a; + 1) 

li = FFItF A . rl - -A+ F 7 - 1- A 

.T(a:-j-l) ’ ■'••^ x(x-]-Yy — 4; 


hvA 1 li^ — X 

2 “ 2 ^ a; +T ' 


M., = 


n 


K- 

2 


n 


K — <^x 1 
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ih 
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['>GV()]’ 
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(du'G 

nUiidiG 1 
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: An^i'i 
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ni 

üsseii wir 
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1 1 i ) i ( ‘ 
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liriean* 

Diir 

ereiizanjj 
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zwadiai 
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(li(‘ 

1 

Sahst 
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o 
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n 
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> 

also 



I d 
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in 

di(^ Nonnalforni : 




(‘5 

■) 



//r . 2 A 
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V 
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Lösuugeu einer liomogeiien linearen Differonzeno-ieicliuno- zweiter Ord- 
nung genügen; für die Normalform (6) lautet dieselbe:“ 

Ihre ail^ciiieiiie Lösim^ ist: 








worin und zwei Fundamentalintegrale von (G) sind und 
(0^,; CD.5 willkürliche ^Jvonstanten^'^ bedeuten* zwisclien den drei Fiinda- 
irientallösungen = yf \ = vf ^>esteht die liomo- 


gciie (|uadratisclie Relation: 


, P)-’ 




-= 0. 


Nach diesen Vorbereitungen werden wir mm den folgenden Satz 
beweisen, welcher zeigen soll, inwieweit der zuletzt ausgesprochene 
Satz einer Umkehrung fällig ist: Besteht ztehchen drei Fnndanmital- 
tösHDfiev, eener homoyenen, linearen DiffereMzenyteieUuny dritter Ordnuny 
J*(r,) ■ 0 mit rnlionaten Koeffizienten, die Belation vf^'‘ ~ v 0, 
•sri yeniiyen ihr^ die Brodukte je zireter lÄisunijen einer homoyenen linearen 
Differeiizenylelcluiny zireilcr Ordnuny, deren Koeffizienten Quadralivurzeln 
T(ih()i}((lcy lui Voll X sDid.^^ 

Zu der ^ro^u'benen Glcichuiipr y>(7;J _. () gehiht nämlich^) eine 
U!itcr<'-['ii|)|)(‘ (i (hn- uJlgenn'inen lioiuogeiien liiu^areii (Irufipe in drei 
omnd(U'ii(ih(3ii^ di(3 fvhitioiuilitritso'rujipe^ mit fblo-oj-i^ckir I)o])peloio‘oii- 
S(*liaJ't: 1 . Jt‘(le nii-iomde Funktion ]' der J.ösnipi^mn 

und ihrm* sukz(3ssiv(‘ii VVerhi^ wt^ltdio (iiiie nitionah^ Ihinktion von x 
isi, bh'ibt lud aJhni SiibsiidiiitioiKjii von (! (deiNiii I IcdiermuuuiLeii ül)rif>'(nis 
nndii \ (3rs(*h winden j d. h. als Funktion von . 7 '^ uii^’cändert. 

2. iMinkiiion (li(i mimerisd! adle II'unsfonnatiojK}]! von (J ge- 

^staH(‘h int (dm^ ral ionaJe Funktion voji x- . 

Nnn Iniit di(3 raiionaJti kuidvtion J ^ den rationalen 

Wert 0^ bleibt also lad allen Substitutionen der (Jnip])e 0 nnniorisch 
u 1 igeiiinbM'l, d. li. (‘S ist aaudi; 


(I) -fR) 
/' V 


- 0 . 


wo 

( 10 ) 


(/. ) 




-b 7; 




(k 




ist: da, rin lu^diiuiet (ccj,) irgimdeinii Ih'ansibnnation der Grmipe G 
und (‘s ist 

ni) (ie,i= \,2,n). 


I, Wiil/enhrn/, 2., S. 58 If. 2) Vgl. 0. Kap., I. 

\\ alloulivrg. Linearo DillorouzL'riglcMohungeu 10 
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G. Kap. Gruppentheorie 2. 

Teil. Die 

Ration al itätsgrupp e . 

hicilj 

ivSiir 

n daher setzen; 






V V 




(12; 


(’ V 

<(' ^ G' 



- 

Aus 

(10) 

und (12) folgt: 






“ 2 ,+ “2,'^rP “epC 

_ “.3,+ «= 


•> 

.V“ 




C,^+ cc. 

■,Vc+ “ 2 , 

0 

:iv 


Sind die ^ wirkliche Konstanten^ so muß diese Gleichung eine Identität 
sein^ da sich sonst daraus als Konstante ergäbe gegen die Voraus- 
setzung^ daß ein Fundamen talsjstem von -?('?’ J ---- 0 

bilden. Es kann auch wegen (11) nicht == (/l=j=fi^ 

sein; daher muß sich in (13) links und rechts ein linearer Faktor in 
fortheben, d. h. es muß sein: 

^ dv 

7 + t)' V, 


Ir (^j> ßy ?7 ^ Konstanten). 


Folglich ist: 


hx-i-l, Vxx-2, = {Vx, Vx+l> V.v+2, Vxi-lX 

wenn (i;^, Vx+ 2 ! Vx+s) das auf der linken Seite von (7) stcdiende 

anliarmonische Doppelverhältnis der vier Größen r/,^, | ,, ,,, y^ 

Gedeutet. Dieses Doppelverhältnis ist aber eine rationale ^’ulllition 
der Lösungen vf\ und ihrer sukzessiven Werte, muß also, 
da diese^ bei allen Transformationen der Rationalitätsgrupjie von 
-^(O = vingeändert bleibt, eine rationale Fnit'ldiou von x s('i)i: 


(n 


h'tx! Vx-'ril Vx+27 '’/.rfs) — 1r.\ i i 


daher ist nach obigem (1. und 2. Vorbemerkung) der (biotient 
zweier FundamentalintegTale der Ijomogenen linearen Dili'e.- 

renzengleichung zweiter Ordnuiifv: 


(6) 

Aus 


foKt nun: 




hilf 


h(2) 


^ % 


Fl“ 


//.; 


(!) 


Al) 


^ Q 

'' X X y 








die Differenzengleichung P(«,) = 0 geht daher aus Q{n ) - (I ((fl gp; 
durch die Transformation r, = hervor; wcgef dei- Ratioualitiul 
der Koeffizienten von P(.g = 0 und (^(ig = 0 muß also ' ' ' 




rahonale FunMion von x sein. Setzt man andererseits in (Peiclinng ((1) 


IV. Anwendungen der Theorie der Rationalitätsgruppe. A. 
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xVx? erliält man diejenige homogene lineare Differenzen- 
gleichimg zweiter Ordnung ^ Yon welcher die Produkte je zweier 
Lösungen der vorgelegten Gleichung === 0 genügen; ihre Koeffi- 

zienten sind in der Tat nach Division durcL den Faktor von 
Quadrat wurzeln rationaler Funktionen von rrP) 

Sind dagegen die nicht wirkliche Konstanten^ sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode so hrauclit die Gleichung (13) 
keine Identität zu sein; es ergibt sich dann aus (13) als Wurzel 
einer Gleichung vierten Grades, also als periodische Funktion, deren 
Periode höchstens gleich 4 istw) — Ist erstens eine periodische 
Funktion von der Periode 4, so ist auch eine solche (deren Periode 
sich eventuell auf 2 reduzieren kann): die Differenzengleichung 


-P ,) ^ ^ 3 + ^ + 2 + vT +1+P T ^ 


( 2 ) 




X + 1 

besitzt die drei Fundamentallösungen 

ö X ^ X 

mit der Differenzengleichung 


, und 


.dt) 

^x + 4 


0. 


deren allgemeine Lösung die Form hat, wo gd^ eine beliebige 

periodische Funktion von der Periode 4 ist, ihre sämtlichen Lösungen 


r . 


(t) 


gemeinsam; daher ist, wenn gesetzt wird, symbolisch: 

^ C'Ä+i— '40 0-3 +4d«,. + 2 +i0'4) ■ 

Durch Vergleichung der Koeffizienten folgt: 

- r ,, -= 0, fUl ^ - rjW = 0, j — f = 0 , 


ik . 


also : 


Px 


( 2 ) 


(O (0 (3) 

-Px ibLm pT 


(0 (1) (t) 

■Pr Pr -iVT-t 


Die Gleichung = 0 geht daher durch die Transformation 

r , über in die Gleichung: 


1) Man Leriicksichtige, 




ist. 


•2) Ist cü,^. Wurzel einer Gleichung Grades, deren Koeffizienten periodische 
Funktionen von der Periode 1 sind, so sind auch ^Vurzeln 

dieser Gleichung; also mnß ^ ^ri) sein; d. h. cd^ besitzt 

höchstens die Periode n. 


10 ' 
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mit den FundamentallösuDgen^) 

7t I ^ 'tni ?>7ti 

n = e 2 ^ (~ !)■"’ = e = (— ly = c 

zwischen denen die Relation 

.V X X 

besteht: ihr genügen die Produkte je zweier Lösungen der liomogetx^ 
linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung : ^ 

-f- 2 ^ -r 1 ' ^ ) ; 

also der Gleichung P(i'J = 0 die Produkte je zweier Lösungen cj^ 
Gleichung: 

y., 2 - «T2 Vp'fl 1 y,,.^ 1 - ]/ 2 p, = 0 , 

Ist zweitens 7/^ eine periodische Funktion von der Periode 3^ 
ist es auch 7/“; die drei Fundamentallösiingen 
Gleichung P(vy = 0 genügen daher sämtlich der Gleichung: 

V . 

^'.r + 3 ^-(i) rT = 0, 

cl. L es muß jW=j)p = o, J3h = g'’- sein. Die Gicichuao- 

= 0 lautet also in diesem Dalle: 

"'..fs+rf = 0;') 


.-t: ^ 

- Ji,' 


obwohl zwischen ihren Lösungen v'\ v^-'> = e r'-"= r'''r ^ 
die Relation r'^ - = 0 besteht, genügen ihr iin allgenieinen 

«.r h die Piodutte je zweier Lösungen einer homogenen linearen 

floraler Pimkhone,, sind, di» Gleichung ist ai.er i„ dioscni 

1,' Igl. 7. Kcq-)., I, 

2) Vgl. S. 150, Gl. (IG) für G = _ 1 

g, eilt, lautet. ^ 0; daher braucht hier nicht ' P .sondern. 

~p .'' '-ationale Funktion von x zu sein. 
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Falle Timie pigenmdie Differenzengleiclmng dritter Ordnung^), sonderu 
erster Ordnung mit der Differenz 3. 

Ist endlicli drittens eine periodisclie Funktion von der Periode 2, 
also auek (und zwar darf sich nicht auf eine „Konstante“ redu- 
zieren, da und rundainentallösnngen sind), so be- 
steht zwischen den drei Lösungen 1, der Differenzengleicliun 

zweiter Ordnung eine homogene lineare Eelation uin 


V = i 


( 1 ) 


„konstanten Koeffizienten, also auch zwischen y ^ 

",t’= gegen die Yoraussetzung, daß r«, Fmidamental- 

iosnngen von T(v^ == 0 sind. Aus demselben Grunde darf sich auch 
nicht selber auf eine „Konstante“, d. h. auf eine periodische Funk- 
tion von der Periode 1 reduzieren; es muß dann also Gleichuuo- (13) 
eine Identität sein, und es gelten die oben daraus gezogenen Schliisse, 
wobei nur cc,^ ß, 8 jetzt nicht wirkliche Konstanten, sondern perio- 
clischG FunktioiiGn yoii tlor PgiuocIg 1 bcdGutGii. 

■XI bietet diejenige homogene lineare Differenzengleichuno- 

diitter Ordnung mit rationalen Koeffizienten ^ 


(14) 


■Vx-rS + PxVx + s -|- ^JxVxxl + YYx = 0? 


weiche ihrer Adjungierten „ähnlich“ 2) (gt, d. h, durch die Tran.s- 
lorniation die Adjungierte'*) 

.r- x 2 + 3 -r üx~l^x^2 + lL'^h + 1 + ■■ x "" 

ubergeht.') .Durch Yergleichung der Koeffizienten ergibt sich 

2x '^ik-iP.rj Lt '' Px-iPx-iPxt J I <'^P.t-'>Vx (c Konstaiito); 

die Gleichung (14) geht dalier durch die Traiistbrnmtion y.^llp. 
über in die Differenzeiigleicliung mit konstanten Koeffizionteii 


■' -r 3 


'K + 2- 


■ II. X--- 0 . 


(15) 

Die charakteristische Gleichun<^>* 

Ö / 

cP + ca — cP = [a~e) (cP 4- (c +1)0;- 
besitzt die ^Yurzeln 

c 4 - 1 1 

~ -L. 

1,3 c> _L_ 9 


c^) X- 0 


yi + 2c — 3c“, cq c ; ((^^ ^ 

Die Lösungen von (15) lauten daher: 

0/ (■^) (j) I 


ÖD.-; 
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zwiscKen denselben besteht die Relation 

X X X 

Folglich genügen nach dem oben bewiesenen Satze der Gleichung (15) 
die Produkte je zweier Lösungen der Differenzengleicliung zweiter 
Ordnung 

(16) -^.+2 -^— + 1 + = 0 

mit den rundamentallösungen = ]/ß,C also der Glei- 

cliung (14) die Produkte je zweier Lösungen der Differenzengleicliung 
zweiter Ordnung 

+ 2 — G— + 1 + (^VPx-lPx-i^V^ = 0. 

Die charakteristische Gleichung hat gleiche Wurzeln^ wenn 


1 -j- 26' — Sc“ -= (1 — (1 _]_ = 0, 


also 6—1 oder c J- ist; ist 6 = — so ist 

die Gleichung (15) hat in diesem Falle die Lösungen^) 


it 


(1) 





1 . 

''S', 


zwischen denen die Relation ~ ^ 0 besteht. Ist dagegen 

6 = 1^ so ist = ^3 = — Ij = 1; zwischen den Lösungen der 
Gleichung (15)^ die hier die Gestalt 


^.r4-3 1 %+2 ^L+1 (^Wl + wj(^G+2~^0 ^ + ^ 

annimmt ^ besteht in diesem Palle heine Relation der obigen Forng 
sondern nur, falls man ^ wählt, die 

nicht homogene Relation ^ — 0, sodaß in diesem Ausnahme- 

falle der obige Satz nicht anwendbar ist. 


Es sei 


B. Ein Reduktibilitätssatz. ^) 




+pk‘V.,. 


[ji) 

• F Vx 


= 0 


eine homogene lineare Differenzengleicliung Ordnung, und es werde 
ein bestimmter Rationalitätsbereich ^) zugrunde gelegt, dem zunächst 
auch sämtliche „Konstanten“' (periodische Punktionen von der Periode 1, 
die sich eventuell auf wirkliche Konstanten reduzieren können) an- 


1) Ygl. 7. Kap., 1. 
3) Ygl. o. Kap.j 1. 


2) Wallenberg, 4. 
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gehören mögen. Zwischen zwei linear unabhängigen Partikularlösungen 
und bestehe die Beziehung: 


( 1 ) 










I (0) 

-I- ’ 




^ ebenso wie die Koeffizienten von l\y^) dem 
ßationalitätsbereiche angehörige Funktionen von x sind und mit Rück- 
sicht auf (A) vorausgesetzt werden kann.^) 

Wir wählen ein bestimmtes Fundamentalsystem von Lösungen 


der Gleichung (A): 


. (b (2) 




durch diese lassen sich y\ 


(t) 


und linear mit ,,konstanteK^ Koeffizienten ausdrücken: 


y. 


(b 




(b 


Vr 


( 1 ) 


k = l 


k = l 


, (b 


und die Relation (1) nimmt die Form an: 


E 


,d) 




-1. + 




) = 0, 
.r + vj y 


worin E eine lineare Funktion ihrer Argumente bedeutet, deren Ko- 
effizienten dem Bereiche angehören. Kun gehört’) zu (A) in bezug auf 
den zugrunde gelegten Rationalitätsbereich und das gewählte Funda- 
mentalsystem eine Untergruppe (? der allgemeinen linearen Gruppe in 
n Veränderlichen, die sogenannte Rationalitätsgruppe, für deren sämt- 
liche Substitutionen die Funktion E den Wert Null erhält. Durch die 

71 

Substitution aS), welche durch ^ (i = 1, 2, ..., n) ersetzt, 

1 = 1 

möge y^^^ in y^^\ in übergehen. Die Zahl der linear un- 
abhängigen Lösungen welche durch die sämtlichen Substitutionen 
der Gruppe G erzeugt werden, kann nicht größer als n sein; ist sie 
kleiner als n, so ist die Gleichung (A) reduktibel, d. h. sie hat min- 
destens eine Lösung mit einer homogenen linearen Differenzen gleichung 
niedrigerer als Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereiche an- 
gehören, gemeinsam.^) Um die Difierenzengleichung niedrigerer als 
rd""' Ordnung zu erhalten, der y^^^ in diesem Falle genügt, schreiben 


V,G = 0 eine „Konstante“), und verschwinden nicht alle 

(7.- = 1, -2, . . v) identisch, so ist eine Lösung der Ditferenzengleichuno- 


(A w - c) A. + .v,4_ 1 H i- 


(>') 




also die Gleichung (A) ebenfalls reduktibel, falls wirklich bereits vc^n. 
2) fj\ Kap., I. 3) 6'. Kap, II, A. 
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wir die Relation (1) mit den n ersten snkzessiv'en Werten von x hin 
und drücken h?,,; «/Üh-i? der gegebenen Gleichung (A) 

duich y_^ y + ■ ■ -y Die so erhaltenen Gleichungen 


kfd 




■f -'x + ,l~\ 


werden addiert, nachdem sie der Reihe nach mit .... 

multipliziert worden sind; dann ergibt sich, da ebenfalls eine 
Lösung von (A) ist, für t/p die Differenzengleiciunig (w— Ordnung: 

(2) 7i&j = + ■ . + _ u, 

deren Koeffizienten im allgemeinen nicht sämtlich identisch ver- 
schwinden werden. 

Es sei jetzt die Zahl der linear unabhängigen Punktionen 
gleich und zwar seien y^^ n solcher Lösa]igen und 

kh kh d"’ die ihnen infolge der Relation (!) entsprechenden 
Lösungen dami besteht also das System von Gleichungen: 

(k = 1, 2. . . , ■«) 

Sind die nicM linear unabhängig von einander, besteht also 
zwischen ihnen eine Relation mit „konstanten*^ Ivoeftizienten : 

'vA+'V/f- 

SO erh-ält man, wenn 


••+ Lkp = 0, 




1) Ist in der Relation (1) vc^n~\^ so ist = + ^ 0^0 

zu setzen. ‘ 

2) In diesem Falle genügt //[R selbst keiner homogenen linearen DiH'crenzen- 

gleichung niedrigerer als^ «'-■ Ordnung, sodaß in Gleichung (2) sämtliche Koeffi- 
zienten \ . . ., jö' identisch verschwinden und daher auf diesem Weo'e 

die Reduktibilität der Gleichung (A) nicht erschlossen werden kann. 

3) Die folgenden Schlüsse gelten für jedes System (l--), auch ohne daß die 

Losungen >/ - , . . y^"> aus durch Anwendung der Eationalitätsgrupjie her- 

vorgeheu. 
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gesetzt wird^ aus (!'•=) durch Multiplikation mit und Summation 
über h von 1 bis n\ 






•• + M 


(.-1) , 


die Gleichung (A) ist also reduktibeg da eine Lösung von = 0 ist. 

Sind aber die Funktionen tj'h vf\ ■■■, v["^ linear unabhängig, 
so oesteht, da die Losiing’en \ \ . . yp nach Voraussetzung ein 

Fundamentalsystem bilden, ein System linearer Gleichungen mit „kon- 
stanten“ Koeffizienten: ” 






(") 


also: 


{k=l, 2, . . , n) 


(^■) {!:) (L) 


•«)A + 


+ (V,4 

{k = 1, 2, . . n) 

Wir bestiinnieii nun co als W^urzel der Gleichung: 

. . . a 


T" l/.i’- 


~ 00 a 


A = 


o. 


-tu ■ ‘ 

a., — CO a.-y 


= 0 , 


. — CO 


welche wir ^^die zur Relation (1) gehörige Gruiidgdeichung^' nennen 
wollen^ imd machen die Voraussetzung^ daß die Wurzeln dieser Glei- 
chung Grades in co, deren Koeffizienten ^Jlonstauten^^^ d. h. im 
ailg 0 meinsten Palle periodische Punktionen von der Periode 1 sein 
werden, selber „konstant sinclG) Dann kann man n ,, konstante'' 
Größen so wählen, daß die Relation 


(B 


(t)'^ 

1 + • 

1 

• • -p ' 

V (U’ - 

•; genügen 

dem 

Gleichungs 

A ^1- 

+ ■ ■ 

■ A A 

coc,. 


_L . . 


{") 


-b ■ ■ 

■ A 



A Ik, 

besteht: die Gröl 

Setzt man daher 
so wird 


1) ^Im allgemeinen sind diese Wurzeln nämlich periodische Funktionen von 
der Periode ii (vgl. S. 147 , Anm 2 ). — Übrigens genügt es schon, wenn eine, 
Wurzel ,, konstant“ ist. Diese Voraussetzung ist, wie später an einem Beispiel 
gezeigt wird, Avesentlich; sie bildet einen charakteristischen Unterschied zwischen 
den linearen Differenzen- und Differentialgleichnno-en. 
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una man erhalt ans (1^) durch Multiplikation mit Cj. und Summation 
über Ä von 1 bis n: 


( 3 ) 


03U A . I 

-t .y X ' X X 4- 1 ' 1 ^ 




also eine lineare Differenzengleichung höchstens — Ordnuno'^ 
deren Koeffizienten dem Rationalitätsbereiche angehören und mit der 
die Gleichung =- 0 eine Lösung gemeinsam hatG) Der vorher- 

gehende Fall^ daß die nicht linear unabhängig sind^ tritt in den 
soeben betrachteten ein^ wenn die Gleichung ^ = 0 eine VFurzel 
0 = 0 hat. — Damit ist unter den gemachten Voraussetzungen die 
Reduldibilität von P(y^) == 0 in allen Fällen eriviesen. 

Die auf transzendentem Wege gefundene Gleichung für o kann 
man durch rationale Prozesse herstellen^ indem man die Bedingung 
für eine gemeinsame von Null verschiedene Lösung 


yd H — + <^n yd = 1, 2, . n) 

von F{y^ = 0 und 


/■(yj - (V ~ A'j., + -GV.,., 1 + • • ■ 


aufsucht: Es ist 



II 

o 

folglich, wenn aus f{y^ dadurch 

hervorgeht, daß überall 

X -{- Ä an Stelle von x geschrieben wird: 


,) 1 =0. 



V/.; = u, 1, . . ,u — ij 

Nuu ist unter Berücksichtigung von B(jjA = 

= 0: 


+ V‘ b'/n-« i: 


woiin die dem Rationalitätsbereiche angehörige Punktionen von x 
sind^ und zwar insbesondere: 


B 


( 0 «) 


4 __ 


B 


(00 


A 


( 1 ) 


B^ 


1 (>/ t) 


1) Ist in (1) = 0, so muß, da weder ^ 0 noch = « („Konstante^) 

ist, 7/,^. selbst einer Dilferenzengleichung niedrigerer als Ordnung genügen, 

die man erhält, indem man gegebene Gleichung (A) einsetzt 

2/,f + ;/, mittels (A) reduziert. Ihre Koeffizienten verschwinden in der Tat nicht 
falls P(y^.)=o, wie wir stillschweigend annehmen, eine eigentliche 
Difierenzengleichung n*“' Ordnung ist, d h. eine solche, für welche die Indizes h 

dor^ nicht verschwindenden Koeffizienten p^'> den größten gemeinsamen Teiler 1 

besitzen. 
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die Größe oj kommt nur in in der Form — co yor. Nack 

einem bekannten Determinantensatze wird daher: 


( 4 ) /'«(«.) 

.Vx^k Widrigenfalls die nicht linear unabhängig wären 

so muß 

(5) I ^ _ 0 

sein. Diese Gleichung ist in o vom Grade; der Koeffizient von 
cd'^ ist (—1)"'; damit ihre Wurzeln^ die unter den gemachten Voraus- 
setzungen mit denen von A = 0 übereiiistimmen müssen^ ^^konstanV 
werden, ist notwendig, daß die Koeffizienten der übrigen Potenzen 
von CD in ebenfalls ^,KonstanteiV sind. 2) — Die Gleichung (5) 

ist aber, falls ihre Wurzeln selber „konstant^^ sind, auch die hin- 
reichende Bedingung für die Existenz gemeinsamer Lösungen von 
/(^J = ^ P(^J = 0; denn aus (5) folgt nach (4): 

und daraus nach dein Satze von CiisoTdti^^'. 

H — + c„/ (?/["’) = + • 


-■•„AR 


worin die c^ „Konstanteii“ sind, die nicht sämtlich Terschwinden. Es 
existiert also eine Lösung . .= c, , d r LVl-'i welche die vor- 

gelegte Gleichung F(jj^) — 0 mit / == 0 gemeinsam hat. 

bind die als „konstant"' vorausgesetzten — Wurzeln cOj, ra.,, 
alle voneinandei verschieden, so erhält man u Gleichungen 


A 


(oj 


"1; V.,. + 1 + ■ • • -h U j' ^ = 0 (/; = 1, ■>, . . n) 


mit denen P(yB — 0 Lösungen gemeinsam hat. Ist ferner eine 
von Null verschiedene Lösung, welche die JP der Gleichungen (6) mit 
^ {yx)~^ gemeinsam hat, so sind y^\ y^~\ voneinander linear 

unabhängig. Denn bestände zwischen ihnen die Beziehung 


1) Satz von Casorati, 2. Kay., I, A. 

■2) Sind die Koeffizienten der Gleichung (A) sowie der Kelatiou (1) ins- 
besondere rationale Funktionen von x, so sind die Koeffizienten der Gleichung (5) 
alsdann wirkliche Konstanten, also auch ihre Wurzeln eo ipso konstant 
3) 1. c. 
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SO erhielte man aus 


durch Multiplikation mit q und Summation über Ic von 1 bis n\ 


und vermöge dieser Gleichung durch Multiplikation der vorigen mit 
und Summation: 


allgemein: 


+ • • • + c = 0: 

1 1 •'Ot’ ' ' n n X ^ 


und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln cj^, co^, . . cj„ die 
Determinante ' verschwindet, SO muß 

= 62 = • • • = = 0 sein. Daraus folgt, daß = 0 mit keiner 

der Gleichungen ( 6 ) mehr als eine Lösung gemeinsam haben kaim ^), 
da zwischen n + 1 Lösungen von = 0 jedenfalls eine lineare 

Eelation mit „konstanten^^ Koeffizienten bestehen muß, die nicht sämt- 
lich verschwinden. Haben aber zwei homogene lineare Diilerenzcn- 
gleichungen nur eine Lösung gemeinsam, so kann man diese nach 
dem Kettenbruch verfahren 2 ) durch bloße „QuadraW (d. h. durch 
Auflösung einer linearen homogenen Differenzengleichung erster Ord- 
nung, deren Koeffizienten dem Bereiche angehören ^)) erhalten. Die 
Gleichungen 




(Je = 0, 1, . . 11 ~ 1) 


+ , =0 


können dazu dienen, die jeder Wurzel 0 der Gleichung ( 5 ) ent- 
sprechende Lösung zu ermitteln. Denn da für eine ein fache” Wurzel w 
die Unterdeterminanten (n — 1 )^“ Grades von ' nicht alle gleich- 
zeitig verschwinden können, so sind n~l der Gleichungen ( 7 ) von 
einander unabhängig, und man erhält durch ihre Auflösun”g insbeson- 
dere den Quotienten gleich einer Funktion von”.n, welche 

dem Rationalitätsbereiche angehört. Den Fall, daß die Gleichung A = 0 
eine mehrfache ^Vurzel co besitzt, behandeln wir nur in dem folgenden 
Beispiel und verweisen im übrigen auf die Abhandlimg von Waf/m- 
berg (4.). 


1) Dabei gelten Lösungen, die sich nur durch eine multiplikative Kon- 

staute“ unterscheiden, als nicht verschieden ” 

2) Vgl Kegj., IV. 

o) Vgl. 1 Kap , Ifi A. 
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Ais Beispiel behandeln wir eine DifFerenzengleichuno' zweiter 
Ordnung 

== 2/.r+2 + 2b?A. + l + = 0 . 0 ) 

Zwischen zwei Lösungen rj,^ und derselben bestehe die Relation 

•worin und J 3 ^ ebenso wie q-)^ und dem Rationalitätsbereiche an- 
gehören und nicht gleichzeitig R^= 0 , „Konst." ist. Mit Rück- 
sicht auf (B) ergibt sich aus (8): 


S.f+l — (Ix Vx + (A'+l , 

^ ~P.v+l^xx«)Vx~ (ih(^xi-2 “"iWl-^.r+2) + (Ir+l^r+ 2 )Vx+l > 

also: 


. ^x+i+Pxix + l+(Ix^v = f'xVx+Sx'>]x~t=^, 

worin: 


kr '7a:(-^i-+2 2 ^x x i + 2) ~ Pxlx^x + l 'T > 

^x=- Px(^ixx,-I>,.nl^x.r2) - Üx+J^x.,2 + PxU,^,-i\,B^^,) -f 


ist. Aus ( 9 ) folgt, daß Gleichung (B) reduktibel ist, wenn nicht 
gleichzeitig und s,. verschwinden. Aus >7, = 0 ergibt sich, da ^,, 4 = 0 : 


also: 

:io) 


s 2 Px + 1 ^x + 1 P.c ^ 0 - + 2 vl ,, , 
^0,1 ‘ ’ 


.incl aus 0 mit Rücksicht auf (10): 

^b.w2L-M - ^LV/,„= - AJ = + GÜL...1 


ilso : 

;ii) 


'L: ' 


A ~ -|- + Lk, 



lariii sind q und (\, v\dllkürliche ^Jvonstanten^“) d. h. periodische Funk- 
uonen von der .Periode 1. Xim ist: 


ilso: 


+ -^PX-^x + Ax 1 V/,..^2 , 

Y; ' ß AXitl,) + Cx Q'IJX T“ 4//r)- 


h’iid die Wurzeln co^ und oj.y der Gleichung 

CD " -p ('^ G 3 -p ^2 ~ 0 j 


158 


6. Kap. Gruppentheorie 2. Teil. Die Rationalitätsgruppe. 


welche im allgemeinen periodische Funktionen von der Periode 2 nind^ 
.^Konstanten^^ (periodische Funktionen von der Periode so wird: 

= B -(Q(yJ - (.Q(yJ — « 2 ,y,r) ; 

d. li. P(yP ist reduktibel; sind insbesondere und q^, sowie und 
rationale Funktionen von x, so sind und c, wirkliche Konstanten, 
also auch ©j, und konstant und daher P(iQ sicher reduktibel. 

Überzeugen wir uns noch, daß die Koeffizienten der Gleichung 
I „konstant" werden, wenn man für und ihre Werte 
aus den Gleichungen (10) und (11) einsetzt: Wir bilden unter Bo- 
rücksichtigung von (B) die Gleichungen 

{^x~(^yix+ ^xVx^i == 0 , 

~ ‘^)v.v + l ~ + 1 + SxVx) = 0 . 

Ihre Determinante ist 




Ö' c + 1 "'Ir + 1 Px - 1-1 ^ 


oder 

I) = ©2- (^p + -b -h q,Il. , 

Mit Rücksicht auf (10) und (11) wird in der Tat: 

+ -^.r+l ~ Px^.r + 1 "= — 

■^xÄv+l Px^x^x+1 + Qx^x^^xx-i = G • 

Sind nun die Wurzeln und «2 der Gleichung D ^ co" ^ ro 4- c - 0 
selber konstant" so ist die Gleichung (B), wenn für p 'und q die 
A„*„cke (10) b™, ( 11 ) beliebigo‘.I „l.'l 

reauktibel; sie hat niimlich mit den Gleichungen ’ ° " 

(l/,.) ^ (-Ü - = 0 


und 


^■ikVx) = -!- 71,2/,. , ^ = 0 


je eine Liismig gemeinsam, falls von verschieden ist ') 
inre Losungen sind: ’ 


Setzt man 




R.i. ' ' 


44 




(X, u 


(D 


= ij. 




' b,, ^ 


. ü7’2=7‘äPi, so ist direkt P(v) = ^ tj p i ^ 

enistnnmung mit dem oben gefundenen Resultat! ' 


■r .r-t- 1 
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w orin und a„ willküi liehe „Konstanten“ sind, so besteht zwischen 
V:, und die Relation (8): 

und man erkennt, daß i;,. selber für allgemeine und B keiner Diffe- 
renzengleiehung erster Ordnung genüo-t. "" 


ij. * mit der Gleichung 

= (A- — = 0 

und eine zweite Lösung wf’ mit der Gleichuno- 


O 

Ist (a, = ra2 = 6-(=- 2*), so hat die Gleichung (B) eine Lösung 






gemeinsam. 1) Die Lösungen von (B) sind liier ^): 


Setzt man 




2Br 


so erfüllen und die Relation (8). 

Endlich zeigen wir noch an einem möglichst einfachen Beispiele 
daß wenn die Wurzeln und keine „Konstanten“, sondern perio' 
dische hunktionen Ton der Periode 2 sind, die Gleichung (B) irreduk- 
tibel^ sein kann, selbst wenn mau diese Wurzeln dem' Bereiche ad- 
jungiert. ) An diesem Zwecke wählen wir yl = 0 /I — ] dami 
lautet die Gleichung (B): " ,W-i, lUnn 

B ('!/.,) S5 -p 0, 

wo und c, „Konstanten“' sind; und es soUen die Wurzeln on und co 
der Lleicnuno; ^ ^ 

o 

CO- + GJ + 7*2 = 0 

periodische Funktionen von der Periode 2 sein.-^) Ist eine bülie))i<m 
osung von / = Q, so ist auch 97, eine Lösung, sodaß die ifo- 


J} .B . = JJ J, Ah.'/r); i" 


1) Auch hier ist direkt 

der Tat sind, wenn -«P) eine Lösuno- Ton''BVa')— 0 lytAnkt-u,., 

79 V f,, \ n ( 1 ) 1 fu en ® -‘li/A-l — u nt, die Jmsmi<,^cn von 

' '|"vi U (?/.,.) = 'Cpj bedeutet. 

S) Vgl. die Scblußbemerkung dieses Abschnittes. 


CO,, = 1 


4) Wählt man z. B. ~ 


. 9 n 1 , 2 77 2 K . , 

- , — 1 — e , so ist ~ 1 -|- e 
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lation ([^') in der Tat die Form annimmt: = Die Losungen 

s, und sind linear unabliängig; denn wäre ;;Konstante^Q^ 

so wäre eine Lösung der Ditferenzengleichiing erster Ordnung 
^/,^i — 9^iso die Gleichung JP[y^ = 0 i*eduktibel^ was, wie 
unten gezeigt wird, nicht der Fall ist. Als Rationalitätsbereich kann 
der sämtlicher „KonstanteA^ gewählt werden, und wir zeigen zunächst, 
daß in diesem Bereiche die Gleichung = 0 irreduktibel ist. An- 

genommen, es sei: 

Vx + 2 + ^1 Vx +1 + ^ 2 Vx = (Vx + 1 — « Vx) iVx +l-ß Vx) , 

■'TOiin ß eine „Konstante“ so wäre a + ß = -c^, aß^c.^, d. h. a und ß 
^\urzeln. der Gleichung C5^-|- c^ta -j- C2 = 0 , also nach Voraussetzung' 
teine „Konstanten“ was unserer Annahme bezüglich ß widerspricht. 
Abei selbst unter Adjunktioii der W^urzeln Oj und also periodischer 
h unktioiien von der Periode 2, ist die Gleichung P(y^) = 0 irreduk- 
tibel; es sei nämlich: 


14+2 + + (-2 = (dix+i-ßxVx), 

’t'-orm jetzt ß^ eine periodische Funktion von der Periode 2 ist- so 
müßte 4. + ßxx, = - aJx = tu also - cj^- ßj^^^ = c,, d. h., 
a / ,.P;r + i 61116 „Konstante“ ist, selber eine „Konstante“ sein, was 
unserer Annahme widerspricht; also auch in diesem erweitert(‘n Be- 
reiche ist die Gleichung P(yJ = 0 irreduktibel. 

Wir haben folgenden Satz bewiesen: 

11 enn zmschen sivei Pimdamentallösungen ijg und einer honio- 
(jeuen^ linearen Dipirenzcnyleiclmng (A) die Pelation (l)kesfcÄ4 d. h 
( it eine Losung em homogener linearer PPß'ercnsenausdruck der anderen 
mit Aoeftizienteu aus dem Bereiche ist, so ist die Gleichung (A) reduk- 
ilel, cs sei denn, daß keine Wurzel der etiva^) zur Pelalion (1) i/e- 
huiigen GrundgJeichimg A = 0 „konstant“ ist.^) ^ ' 

Fürke geniachte Bemerkung gilt auch hier: 

Fm die Gulügkeit des oben bewiesenen Satzes ist die Zimeli.-u-io-keil, 

sT Fbf Bm'eiche_ nicht erforderlich; (I.k;]i crjlt , 1 , 0 - 

IC ur jeden Kationalitatsbereich, dem nicht alle , Konst-inien“ 
an^ehoren; so gilt er z. B. nicht für den Bereich der redKfzIdilen, 

A = 0 Ilelalioii ( 1 ) gehörige bru.HldeicInu,. 

ia. diesen Falle werden die 

.em nnd^ die Foeldzienten der PihUenzen.leielik^GG.icär 
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einfache Beispiel + leh^. ^^ig^heu den Lösungen 

und ,/f = cos|-^e besteht die Beziehung = mit 
Bereiche, und doch lautet die einzige Ze'rleluno- 
Oi-dnung mit konstanten 
{:> .T" A''' + " ~ + '*i^i.-) = 0; '■'^orin die Koeffizienten f- i 

. ^.^Bleii nicht angehören. Dagegen gilt der 

Its 1 Beweise a fortiori hervmrgeht, stets, sobald die 

■ „konstant vorausgesetzten - Wurzeln der „Grundgleichung", 

r T (S.154ff.) dem Kation alititsbereiche 

dem Bereiche adjungiert werden. 

'^©artausehbarkeit homogener linearer Differenzenausdrücke. i) 

hlT® Ajigendung findet der vorhergehende Reduktibilitätssatz bei 
iitersudiung über die Vertauschbarkeit homogener linearer Diffe- 
<1^X18 drucke. 

P(//j=sP und Q{y^^^Q zwei homogene lineare Differenzen- 

1 1 O i .v R ! 


^(2/J = k“V 


+ p y 4- 


■r -f vi 




X - 1 - )n — 1 

■ Cj[^^\y -f 

-‘x Jx^-n-1 ‘ 


+ A“V,. , 


-loiitet das symbolische Produkt FQ, daß in P(;yJ an SteUe 
... ciei Auscliuck gesetzt werden soll (vgl. Kap Y) Für 

^UHiimmensetzung linearer Differenzenausdrücke gilt Far das 
■> ^ive, aber im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz- viel- 
•imssen die Koeffizienten von P und Q gewisse BeclingTo-en 

Y Bedingungen sollen im 

für Difierenzenausdrücke erster und zweiter Ordnuno- auf- 
i- werden sowm für solche iP- Ordnung mit rationalen Koeffi- 
1 unter der Voraussetzung, daß einer der beiden Difi'erenzen- 
K-Ue m-eduktibel, d. h. nicht in lineare Differenzeiiausdriicke 

-^^eren Koeffizienten demselben 

iL i-Xbiitsbereiciie angeliÖren. 

. Vertauschbarkeit zweier Differenzeiiausdriicke 
erster Ordnung: 

bAp,, +BApdT + 0), ö = ^ 


-Fb,Tp..2 + 




l l'^ctllen'herg, 5. 

» II neig. Lineare DilfGrenzcnglGicIiungon. 


11 
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Aus FQ — QP folgt: 


„( 0 ) „( 0 ) 

'7..f+ X + aT = X + , 


d. h. 


( 1 ) 

( 2 ) 

also mit Berücksiclitiguiig von (1): 

Cg und sind „Konstanten“ d. h. periodische Funktionen von der 
Periode 1; folglich: 

Q = c,P + c, ^c,P^ + c, P“. 1) (po^^) = yj, 

2, Ein Differenzenausdruck zweiter Ordnung und einer 
erster Ordnung;: 

o 

e = ^fV.^x+ fffV,,. 

Aus PQ= QP folgt zunächst: 

^(0) „(0) 

-1- ^f=^oprp™x- 

p^ = pp==,>iVf),,,,,^_„ + .(^^^ 

und wegen PQ^QP auch PS == SP, und daher nach 1.: 

foigHch, s-<.P‘ + -.r"i 

(3 = CoP2+c.^pi+,.^7XO 2) 

Durch eine ganz analoge Schluß weise findet man für einen 
linearen Differenzenausdruck n*- Ordnung Q, der mit einem solchen 
erster Ordnung P vertauschbar ist: 

Q = c^P” + CjP'‘-i -I- . . j- 

An Stelle der Differenz 1 kann die beliebige Differenz h treten; die Kon- 
stanten sind dann periodische Funktionen von der Periode h. 


Ferner ist: 


also 


-= 0 


2) Ist si'>' = 0, so muß (wegen rS^SP) s W = c sein; cs ist dann eben 
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3. Zwei Differenzenausdrücke zweiter Ordnung: 


^ + V’y.+i r pIA,, Q. = + VT,-, 

die Koeffizienten mögen einem gewissen Rationalitäcsbereiclie^) an- 


gehören. 

Aus PQ = QP folgt zunächst durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten YOn Va;^- 4 • 


'ix e- 2 


Px 


( 0 ) 


AO)' 


also (p ~ a 2 ) . 


worin eine periodische Funktion von der Periode 2 ist, die sich 
jedoch auf eine solche von der Periode 1, d. h. auf eine „Konstante^^ 
reduzieren kann. Es ist hier ein wesentlicher Unterschied gegenüber 
den entsprechenden Differentialausdrücken zu konstatieren, bei denen 
die Koeffizienten der zweiten Ableitung sich mtr durch eine Konstante 
unterscheiden können. Wir haben also zwei Fälle zu unterscheiden: 
a) ist eine periodische Funktion von der Periode 1 : = 

Dann ist 


P~ — Q 

c ^ 


x^x-rl .x X ^ 


also wegen PQ = QP auch PQ = QP und daher nach 2.: 

Q-^cJPpcJP + cPPP, 

P = ~Q p 21 = dppr A d^P^ A d^lP ;,Konstanten^^). 

Da an Stelle von Jo allgemeiner mPPpnlP ,,KonstanteiA) 

gesetzt werden kann, so sind d^y d^y d^ willkürliche „Kon- 

stantenff Daß die so gefundenen Ausdrücke 2* und Q wirklich mit- 
einander vertauschbar sind, leuchtet ohne weiteres ein. 

Ist = 0, so folgt aus Q2t = PQ oder (.Kuf Vj 
daß = c sein muß, falls P und Q eigentliche Differenzenausdrücke 
zweiter Ordnung sind, d. h. solche, die außer y.^ auch wirk- 
lich enthalten (enthalten sie nämlich nicht Vx + i? 

eigentlich Diffci’enzenausdrücke erster Ordnung, nur daß überall die 
Differenz 2 ist, also auch die „KonstanteA^ periodische Funktionen 
von der Periode 2 sind; vgl. die Anmerkung in 1.). Es ist dann also 

r = f e + c'?/.. 

b) ist eine periodische Funktion von der Periode 2: cg,. 

Die direkte Gleichsetzung der Koeffizienten von 2^ Q und Ql^ führt 
auf nicht lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung; dieselben 


1) Vgl 0. Kap , T. 


n 


also 
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sind aber durch, rationale Prozesse lösbar, falls man die Ergebnisse 
der vorhergehenden Untersuchung zweimal anwendet: Es sei näm- 
lich eine beliebige Lösung von = 0, die keiner homogenen 

linearen Differenzengleichung erster Ordnung mit Koeffizienten aus 
dem Bereiche genügt^ also 

QPOh) = PQi%) = 0, 

dann ist auch -- F(Yj^) eine Lösung von = 0* 

Es ist aber 

ö V,^ + 2 + V.c + 1 + QiVx) = 0; 

e. = P(v.) - Qivj = TK%) = 

Daher ist nach den Ergebnissen von B (siehe das Beispiel): 

Jberner ist: 

*(i) P{y.)-Q(jjcc)+P{y.), 

hr + 1 

Andererseits sei eine Lösung von P(i/J = 0, also 

, , PQ(u^)^QP(u^)==0- 

dann ist auch 

11, = a,P(ig - Q(iQ = aj{(u;) 

eine Lösung von PO/J = 0 und daher nach Früherem: 

^(0) 

-^Oa) — (0) (O)" “ + ^22/,,] • 

■Vergleicht man die beiden so gewonnenen Ausdrücke (1) und (2) von 
P, so erhält man durch Gleichsetzung der Koeffizienten von w • 

.r 1 ’ 

(3) . + h.+ i 

l) — Cl 1 -f 

Ferner ergibt sich durch Gleichsetziing der Koeffizienten von « 
unter Berücksichtigung von (3): "" 

r/o = ^x^x + 1^2 i^x^x + i ist eine ^Jfonstante^Q. 
Die endgültigen Ausdrücke für P und Q lauten also: 


j. 

h' - -P rfj d,a^B -h 






(IP+c^R + c,jjJ: 
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darin ist B = rf'^ und sind willkiirliclie Funk- 

tionen von a;, ferner c^, c„ willkürliche" „Konstanten'^ und eine 
willkürliche periodische Punktion iron der Periode 2 (rc , 2 

heispiel: 


^(0) 

ci^ = e- 


( 1 ) 


1 e 


ir , also B = y. 


x + l 


= 0^ also 


1 

2 a: 

- ZT fX ^ . 


y.n 


1 e 


2 TI ix 


y.T-, 


Q = xB^ == xy^ ^ — i- y , + 1 

0^ + 2 2 lVa:+l X ^ 

P = Q + B = i y ^ ^ /'* 

Jx + ^^ 2 x+1 4 .'i: 


y.vB 


Es ist noch der Fall = 0 zu erledigen: Da r[!^ ■)p 

eine Lösung von Ö(yj = 0 ist, so ist auch n(e,,,) = 7.’(C) ^ d” 'k/cinc 

Losung von Q(y^ = Q_ Zwischen den drei Lösung-eu ’v,,, d* Vr 

besteht aber eine lineare Relation mit „konstanten" Kixd'lizicnten: 

^ ^ ^o%+c,rl''v,+ c,rpV^=0, 

also^ da 0 : 

^o-f 0; 

daher ist eine periodische Funktion von den,' [Nu’iode 2 

+ 2 = die sich auf eine solche von der Periode 1, d. li. auf (diu» 
„Konstante“ reduzieren kann. Dann ist 

B = Q E^y^, g = cc.J^ . 

Aus QB = BQ folgt: 

oder 

+ 1 — kr)?/.-. + l - (ß^. + l — «0 (7.r-| 1 I < > ; 
also entweder = 0; dann sind, da auch pp ■■== (), wenn r,'"’ 0 

— 0 , P und 0 keine eigentlichen linearen Difrero.nzciKMisdn'ic.kc 

zweiter Ordnung, In der Tat sind zwei Ausdrücke 

y.x + 2 + und Q = aB -|- E-y^,^ 
wo « und £ periodische Funktionen von der Periode, 2 sind mit 

einander vertauschbar (vgl. 1., Anmerkung). Oder es ist, e / 1 ():' dajin 

mußte jedenfalls, da auch enthält, ^ 'n.d dalmr 

1 ) Aus e„Ae,rP-f folgt nämlich c„ -f c, r" '' o „,„| 

iurch Subtraktion -fc Tr o oi'"' F \ 1 1 m 

kr j=- 0 ; also eiil.wedcr ^ r'k 

+ = und daher auch rW,mrap=_D , folj.|i<,li r;,)' ,! r|'i . 
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auch sein; das wäre aber der Fall 3.^ a). Ist also erst 

o^r +2 ^ ^x 7 kann für eigentliche Differenzenausdrücke zweiter Ord- 
nung der Fall = 0 garnicht eintreten. 

4. Endlich soU allgemein die Vertauschbarkeit zweier homogener 
linearer Differenzenausdrücke, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
sind, unter der Voraussetzung untersucht werden, daß einer derselben 
irreduktibel ist: Es seien zwei homogene lineare Differenzenausdrücke 
mit rationalen Koeffizienten, P von der Ordnung p und Q von der 
Ordnung miteinander vertauschbar : JPQ=QF, und es werde 

Q als irreduktibel vorausgesetzt. Die Differenzengleichung 0 

möge die Lösung besitzen. Da == PQ(Vx) ^ 0 ist, so be- 
sitzt die Gleichung = 0 auch die Lösung = Wäre 

nun linear unabhängig von so müßte nach dem vorher b(^- 
wiesenen Satze (E.) die Gleichung Q(y^) = O reduktibel sein, entg(‘gün 
der Voraussetzung; folglich muß ?., = sein eine „KonstantOO- 
Daher ^ hat die Differenzengleichung P(^J _ _ 0 mit 0 

die Lösung 7y^, also wegen der Irreduktibilität von Q(g^,) = 0 mudx 
einem früheren Satze (5. Kap., I) alle Lösungen gemeinsam; folglich ist; 

^iVx) - oder P(yJ U Q(y;) + . 

Ferner ist 

PQ = BQQi-c,Q, §p= + 

also wegen PQ= QP: 


PQQ~QPQj d. h. PiQ=^Q[l 
Daher ergibt sieb durch dieselbe Schluß vreiso wie oben: 

Ii = SQ + c^y^, TQ usf. 

Schließlich kommt man zu einem Differenzenaasdruck Z von klein, »rer 
Ordnung als und es muß Z-cjj^^Q „lit ^ ,a]e I.r.snmnm 
gemeinsam haben, also Z - identisch verschwinden „der 

^ = 0,2/,rK + 0) sein. Daraus folgt, daß p = nq und 

P = ('n Q’' + d 1~ C-, <11 d- Co <1» 

und für die Vertausch barkeit von ./' 

ö auc hinreichend, selbst dann, wenn (J reduktibel ist - - Da. 

so &i™n - irreduktibel a„s„s.,l,„„ „,„1, 

tur g — 1 der am Schlüsse von 2, anfmo-ebrnm S-O-r, nu r 

analog den linearen Diffpr additive „Konstante^' unterscheiden, 

g n linearen Differenzenausdrucken erster Ordnun«-. 



ZWEITER TEIL 


INTEGrRATIOJf DER LINEAREN 

DIFEERENZENGLEICHUNGEN 

DURCH ANALYTISCEIE 
AUSDRÜCKE 




Die Untersuchungen über die Darstellung der Lösungen linearer 
Diffeienzengleichungen durch analytische Ausdrücke sind mit Aus- 

nahme einiger Differenzengleichungen erster und zweiter Ordnuno- 
sowie der Gleichungen mit konstanten und linearen Koeffizienten - 
ganz neuen Datums und stecken zum Teil noch in den Anfäno-en. Wir 
werden in diesem Kapitel die wichtigsten dieser Untersuchungen so- 
weit sie für ein Lehrbuch reif sind, anseinandersetzen, beschränken 
uns aber auch hier tm allgemeinen (bis auf das letzte Kapitel) auf den 
iaU daß die unabhängige Veränderliche reell ist^), und daß (bis auf 
das Kajg und das 10. Kap., IV) die Koeffizienten rationale Funk- 
tionen siiiL - Ferner werden wir auf die in England beliebten sym- 
bolischen Methoden verzichten, da der zur Aufstellung ihrer Grund- 
formeln und deren strenger Begründung nötige Aufwand die durch 
sie gewahrten RechenvoDeile überwiegt, und verweisen dafür auf das 
Lehrbuch von Boole ( 1 .). 


Siebentes Kapitel. 

Lineal e Differeiizeiigleicliiingeii mit koiistaiiteii 
Koeffizienten.^) 

I. Homogene Gleichungen. 

KoeffeieSe/^^ liomogene lineare Differenzengleichung mit konstanten 

2/*+,, + fi- • ■ • -f- = 0 (a^=|=0) 

vorgelegt. Setzt man 

yx = r^u^, 

SdiJLfXr ’ '' <’ä'- *■! -“»«fe. !•; .«■«rf-»//; 1., 

3) Ygl. 1. Kap., L 
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( 2 ) ;. ==^ r”'‘ r, iA‘^ ■' 

SO erlilUt inaii^ \\(*nn nocii dit» "w 

( 3 ) fr r ’ 

eingefülirt wird: 

(4) F(r''/{fi ■ A/A' // '/" / A ' 

\ r f r A 

Die reeJite H(dlo vni} 1* V(\r'^tdrr. \ \\ 

,/:haralierisiisf‘h( u j r \ >i:i {* y , / f' y > 

dalier ist y, )'f' tdne f I 

Sind die Wurz.dl. / ,;.m' (,i,. 

alle von einandc^r ver<(ddt‘*d ip : .. > >, . i,r, I 1 

// , t >. /\ I ) r i , y _ 

worin die ( 0 ,. ,,Konstanh n“ f.f.p^dp ,i , L' .■ . ^ dd,Ajj 

nämlich ein FundameideN^ tcn; vim . ^ . ■ i c r. d ^,,^ 1 ,. 

(•")! I> r/'"' ' : . // , 

ist. S(dl im Ind-rvcll Oi!. ^ » r 

sein^ worin ^ (.r* eim* vto’io fd.‘*K:n : > t 

stehen iui’ f «o*. f ,p , 

Um die ^^Konsiautt-n“ yy . ■* ! < ' ( , i . ; ^ 

JF (Ueichung mit t‘int*m ijerli . ^ 

addieren: dann erhalt«‘n wir, v.o;n 

N\. 

gesetzt wird: 

^'h U V. ' ' d f'> j y /\, f, , , \ ^ 

wähhai wir nun die I / 

U m; • • V A '^■^a'stdiu imhd, 
und es ergibt si(di: 



\ 



e> './' 



I. Homogene Gleichungen. 
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Die Funktionen co^{x) sind hierdurch im Intervall 0 < a; < 1 und 
daher als periodische Funktionen von der Periode 1 bei fjeeio-neter 
Wahl von cp{x) für alle Wertd von a; bestimmt. i) 

Ist dagegen r eine «-fache Wurzel der charakteristischen Glei- 
chung, so wird die rechte Seite von (4): 

dieser Ausdruck yerschwmJel, wenn eine Mielige ganze Funktion 
höchstens (,« — 1)®“ Grades von x ist; daraus folgt, daß 


r^, xr^, . . ., 

Partikularlösungen von (1) sind; also^): Einer (,-fachen Wurzel der 
charaktenstiscJien Gleichung entspricht eine g.-fache Lösung der Glei- 
chung (1). 

_ Wir betrachten den extremen Pall, daß alle Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung einander gleich sind; in diesem FaUe besitzt 
die Gleichung (1) die n Lösungen 


x-r^^ .... 

dieselben bilden ein Fundamenta] System, da eine homogene lineare 
Kelation mit „konstanten*^^ Koeffizienten 


wegen r =1= 0 


co^r^+ 1 - = 0 

o^i + (D^x + • • • + CD^gc'^-'^ = 0 

für jeden Wert von also 

= 0 ; ^2 = 0 ; • • •; = 0 

nach sich zieht. 

Fs seien nun allgemein h verschiedene TVurzeln r^ r^ r 

von den Ordnungen ^lJ, -f + . . . vorhanden; 

dann behaupten wir, daß auch die n Lösungen 








•r xr^^, . . .^ X‘''^ V/; . . .5 r ocr^, . . ., 

ein Fundamentalsystem der Gleichung (1) bilden. Wir haben nur zu 
beweisen, daß keine Relation von der Form 

möglich ist, wenn die p^)^ (^ = 1, 2, . . h) Polynome vom Grade 1 
mit „konstanten^^ Koeffizienten sind, die nicht sämtlich verschwinden. 


1) W. 


2) Ygl. :-3. Kap., 11. 
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Zu diesem Zwecke bilden wir aus der angenommenen Relation die 
li sukzessiven Grleicbungen: 




rr + Ä: 

r. 


. 

2 




I D 


0, (Ä;-= 0,1,2, 




worin nacli dem 1. Kap.^ I (vgl. auch GL (2) dieses Kap.): 


X + Jz 


-P: 




Ajjf H- ( '; ) A^i)P + • • • + A^Lt (* = 2, . . ., h) 


ist. Da diese Gleichungen für jeden Wert von x bestehen sollen^ so 
müßte auch die Determinante 


(0 

X -{- Je 


/t=-l, 2, .. ,h \ 


identisch^ d. h. für alle Werte von x verschwinden. Der Koeffizient 
der höchsten Potenz von x in dieser Determinante ist aber^ abgesehen 
von einem ^^konstanten^^, nicht identisch verschwindenden Faktor: 


r. 


A'=- 1, 2, . . 

U = 0, 1, 


i) = /7(^ 



■ji 

.,/L 




verschwindet also nicht, da von einander verschieden sind. 

Die angenommene Relation ist also nicht möglich, d. h. die obigen 
n Lösungen bilden ein Fundamentalsystem von (l)d) 


Beispiele : 

1- + y.+2-^yx+i-‘^yx = ^ (W), 

f(r) = — 9r — 9 — (r + 1) (r~ — 9). 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung /*(r) = 0 sind — 1, 3,-3; 
daher lautet die allgemeine Lösung: 

o O 

?/.r = (- + »sC— 

2. + ßy^ = 0 (Seliwanoff), 

/'(r) ~ r- — 7 r + 6 = (r — 1) (r G), 
d- 6*^- 

3. -h 9/4 = 0 (Seliwanoff), 

f (r) == r~ ~ 6r + 9 = (r — 3)^, 

Wenn die Koeffizienten der vorgelegten Differenzengleichung (1) 
reell sind, so darf man erwarten, daß auch die aUgemeine Lösung 
derselben in reeller Form auftritt, selbst wenn die Wurzeln der 


4 

i 


X 


s< 


d; 

st 


1) W. 


CO 
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charakteristischen Gleichung komplexe Größen sind. Wir wollen an 
einem hinreichend aUgemeinen FaUe zeigen, wie man das stets er- 
reichen kann:^) 

Die Gleichung /'(r) = 0 möge eine dreifache komplexe WGirzel r. 
besitzen; dann hat sie nach einem bekannten Satze der Alo-ebra aucli 
eine dreifache konjugierte Wurzel, die wir mit bezeichnen; die 
übrigen Wurzeln r,, soUen reell und von einander ver- 

schieden sein. Die allgemeine Lösung unserer Differenzengleichuno- ist' 

+ co^rrj^-\-GDQr^^~j \-cj r ^ 

Wird 

^ (cos (p -j- i sin gp) 

gesetzt^ so ist 

^4 ^ (cös qj — ism (p)^ 

= Q^(co3xp +^sin xp)^ 

(cos xp ~i sin x p) . 

Daher nimmt^ wenn man 


co^ + o^— a^, (o^ + co^ + CDg = 

(co,~co,)i^ ß^, (®2-Ö6)^‘=/3i, (C0s-C0,)i=^ ßl 
setzt^ die allgemeine Lösung die Form an: 

Vx = P"" [(«0 + «1 ^ + «2 OC^) c. 0 S(px + {ß^-\- ß^x + ß, X-) sin ai] 

+ 07^7'"+ h co„r/; 

dann sind Kj, ß^^ willkürlichen „Kon- 

stanten^^ ^ 

Beispiele: 

yx + 2~T ^Vx + i d“ (Seliwanoff); 

f{r) = r~ -[- 2r + 4 = 0; 

^d ,2 1 yriY'd = 2 ^cos + i sin • 

Vx ^ cos x + cd^ sin x'j . 

11x^4= + = 0 (SeliwanofF)^ 

f(r) ~ r^-+ 1 = 0, 

n,3 = cos — + i sin )- 3 _^ = cos + sin ; 

Vx = cij cos -~x -h Gl, sin a; -f oig cos -f cj,^ sin ■ 


1) Vgl. SeliwanofP 2. 

2) Sollen ß^^ ß^ reell sein, 

co^, » 2 , 03^ konjugiert sein. 


müssen co^ , co^ bzw. zu 
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Vx+i + -f = 0 (Markoff) ; 

f{r) = -f 2r^ -f 3r^ 2r + 1 ^ (r^ r 1 ) 2 _ 

Die Gleichung f(r) = 0 besitzt zwei Doppelwurzeln 

= cos + i sin ; 

Vx (s + cos -:^x -j- ß^x) sin -yx . 

Soll unter der Annahme 


yo = yi 


' y^ 


%00 berechnet werden, so sind, da nur ganzzahlige x in Betracht 
ommen, ß^^ ß^ wirkliche Konstanten, die sich aus den Anfangs- 

6 ingungen folgendermaßen bestimmen lassen: 


^0 = S = 0. 


ys 


c^o + = 0^ 


also: 


yi + ^i) cos ßj sij 2 0^ 

^2 ^ (s + cos -j- (^ß^ -j- 2 sin = 


1; 




folglich: 


TT 

ein 

3 


_2 

]/3 ’ 


_2(,r-l) .2. I ^ (“«'^3)) 

Hx - sm - a; = ja; — 1, wenn x ~ 'I (inod3)|, 


ys 

und insbesondere: 


198 . 2rt 
Vioo = sin - 


a:, wenn x = ~l (mod 3j i 
99. 


3 


Über homogene lineare Differenzengleichungen mit „konstanten“ 
0 er Überhaupt mit periodischen Koeffizienten existieren noch keine 
Untersuchungen Ton hinreichender AUgemeinheit; es sei an dieser 
eUe nur bemerkt, daß z. B. die Gleichung die Lösung 

1) besitzt, ferner die Gleichung = ctg a; • die 
Losung 1/^=0 sin |-a; (ra wiUkürliche „Konstante“) — Siehe auch 
die beiden Koten von Esclangon, 1 . und 2., über vollständige lineare 

Koeffizienten eine irrationale Periode 


11. Vollständige Gleichungen. 
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II. Tollständige Grleichungen.^) 

Die Lösung der vollständigen Gleichung 

(6) ^(2/J —Dx + n+O'l'yx+a-l-l + anVx = Px K 4= 0) 

kann nach den im 3. Kap., V auseinandergesetzten Methoden vollführt 
werden; die allgemeine Lösung von (6) lautet danach: 


- + yx'^'^Px^T+i + --- + y, 


(”> 'V V «f”) 


worin die 0 ^ die zu den Lösungen der reduzierten Gleichung 
= ö adjungierten^ Punktionen sind und der zu JP(^J == 0 ad- 
jungierten Gleichung P ( 0 J = 0 genügen. In unserem Falle lautet 
die adjungierte Gleichung: 


+ ^l^x + 1 + ^2^x + 2 + ' * ' + ^ri^x + n ^ 7 

ihre charakteristische Gleichuno* 

ö 

f(r) = 1 -f- a^r + + • • ■ + = 0 

besitzt als Wurzeln die reziproken Werte der Wurzeln r, r ... r 
der charakteristischen Gleichuno’ 

ö 


/■(r)sr”+ . . . + = 0 ' 

der reduzierten Differenzengleichung P(yJ = 0. 

^ Sind sämtliche Wurzeln dieser Gleichung von einander verschieden 
so ist: ’ 




i- _ 

B 

^^x + n-1 



Dies ergibt sich auch folgendermaßen: es ist nach dem 3. Kap., 17: 

(1) _ 1 

aber nach Gleichung (4) dieses Kapitels: 


also: 


= r,r(r,:). 


1) Lagrange,^ 1 . u. 2. (vgl. Lacroix, Boole, Marlcoff, Selnoanoff): W. 

) biehe Gleichung (5) dieses Kapitels; die Gleichungen (8) im 2 Kar» I P 
Formell“'^“ besonderen FaU die ans der Algebra bekannten „Enlerscbei 
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Daher lautet die allgemeine Lösung von (dk): 

f 7 ) y ^ r •»'-! 1 .r-l P.r 


‘ ' /\r,, « y ’ 

es sei wieder daran erinnert, daß jede Suninu* 2J inxdi (drn* willkür- 
liche additive „Konstante"' entliält. 

1. Beispiel: 

Vx f 2 ~ 'h ^L^/.r fSelivvanolh W. ]; 

/ (r) . ■ r“ — o* 4” '^7 ^ 5 

/•'(r ) = 2r -1, /•'( 1 ) — f) , /'(()) T) ; 

‘2’,' ■ ' 

2-"T‘% 2<iy 


V/,. (Oj 4 (oJL-- / a:hr ^1) - ;r ~ ^ 


l-if) ’ 




U) ‘ 


ln vi(den KälLm kann man aber eine Part ikularlös'ung ^ der V(dL 
si/iindig(‘n Gb'U'huiig ((i) dn'eh't (ind(‘n, sodaß, u(*nn ip, dn^ alluanneiiu* 
Lösung der naluziinden (Pei(diung ist, mndi (lc*in .V. 7v'a/i., V dio idl 
gemeine liösung von (Öj dii* Form tp - ^ hat. Drr wieliiigst^ 

(li(‘sei iL'ille ist; d<‘r, (laß dic^ rtudde Seite fP i-"^t, worin n, e|n(‘ 

gcin'/(. ratuon<d(j tnnktion \on ./• iKuhnitet; (‘s kann aindi iiislx'sondio'e 
a -- I oder //^ -c ( Konstante) sein.G Wir s(d/.(m in di.‘S(-ii! Falle, 
um (‘ine Ikirtikularlösung von ((*>) zu (odmltmi, ip uLg., worin atieli 
(‘ine ganz(‘ tunktion ist. Dann ergiltt siidi \(‘rniön’e der MefU itäi. (1 ) 
di(‘S(‘S Ka|)it(ds nacdi Division duiadi u’ die (iödfdiun^: 

" • ' /L > . i " 

(lii‘ zur Px'stiiiiiiiun«;; von n ^ dient. 

Wenn d l;vhtf Wurzel di-r elianikleri^liM-hi-n ( ileicinui”- /'r. D 
ist;, so h(‘Hit,zt den.selben Knnl wie ij ■, mnti sei/.t nini n mit m,- 
besliininlen Koeflizicnlen an ninl erhiilt dureli \',-r<.rleie|iiui>i der 
Knertizdenten g-l,didi liolnn- l’iden/eu v,,n ,/■ auf beiden Seifet der 

li i’iirtiidle Sunnualinn: A"' I '■ '*• . S. 

u. UTi: ytrl / II, ik r- a. (h,. 

-) V>n{)U\ Marl:nff\ SPin-dnuij 
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Gleiclinng (8) zur Bestimmung derselben ein lineares Gleicliungs- 
system. Von der Auflösbarkeit dieses Gleicliungssystems überzeugt 
man sick am besten folgendermaßen: Nack der Inte^i'- 

polationsformeP) gilt für die ganze Funktion Grades die Ent- 
wicklung 

m 



x{x ~1) ^ . (x —Je + 1) 
' Icl 


(Z; = 1, 2, . . m), 


ist; setzt man nun in derselben Weise 



= 1 



^ = 0 


so erhält man für die zu bestimmenden Größen aus (8) durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten von (Je == m, m-1, . . 1, 0) die 
Gleichungen: 

■ ß,„f(a) = 

ß'm-2f(cj + A„_ !«/'(«) + V‘- = K,„_2, 


Da f(a) =t= 0 ist, so lassen sich in der Tat hieraus die Koeffizienten 
Am) Am- 1 ) •• V A) ßo sukzessive bestimmen. 

Ist dagegen (i eine Zi^-fache "Wurzel von j (^J 0, so nimmt die 

Gleichung (8) durch die Substitution die Form an: 


flf ^ A'^ii -f cF'+ 

IC 1 


1 

{h + \y. 




n /'*■“!(«) 


n\ 


aus ihr folgt; daß vom {m + Grade in x ist; wenn den 
Grad m besitzt. Man kann hier setzen 


vi k ■))i 

M,, = 2 G + /G 

S^k i=Q 

und erhält zur sukzessiven Bestimmung der Koeffizienten ß , 3 . 

Pi; ro Gleichungen: 


1) Siehe z. ß. Selitcanoff] 2., S. 6. 

Wallonberg: Lineare Djfferenzengleicliungeii. 


12 
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I 


7,! +P™« (/^l)! 


Pm-2^ 7^.1 I P'm-1^^ (^;^_j_ X)! ^ 


Diese Gleichungen sind lösbar^ weil sowohl a als auch f^^\a) von 
Null verschieden sind. 


Beispiele : 

yx+^. ~ ’^Vx+i + ^ (^gl* das 1. Beispiel). 

Hier ist x und a — 1 einfache Wurzel von 

/'(r) = — 7r + 6 = (r— l)(r — 6) = 0; 

daher existiert eine Partikularlösuncr: 

O 

Vx = + ^•2^'^; 

setzt man diesen Wert für in die vorgelegte Gleichung ein, so 
ergibt sich: 

__ _ 1 __ 3 

'^2 — 10 7 *^1 ~ 50 > 

daher lautet die allgemeine Lösung: 

~ o 

2/:. = «1 + G32 6'’-’ + 50^ - 

in Übereinstimmung mit dem vorher gefundenen Resultat. 
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1/.C+4 ^ Vx + i + y2/j:+i ~ 2/a; = 1 (Markoff). 

Hier ist 

f(f) ^ _ 1) ^ _ 1 ^ _ 2) ; 

ferner ist = 1 und a = 1 einfache Wurzel yon f(r) = 0^ also 

eine Partikularlösung, durch deren Einsetzung in die yorgelegte Glei- 
chung C-^— 1 folgt 5 daher lautet die allgemeine Losung: 

== "k cog (— !>■ + (Ö 3 ^ ^ -[- 2 -"' — . 

Soll unter der Annahme 

•2/0 = 0, ^1 = 11, y ^ = — S , ^3 = 6 

2/100 berechnet werden, so ergeben sich für die willkürlichen (hier 
wirklichen) Konstanten die Werte: 


also: 

und daher: 


«1 = 03^^ = 0 , CD 2 = — W 3 = — 8 , 

//.r = 8(— — X 

Vm = — 108 + joö = — 108 + , 


d. h. nahezu gleich — 108. 

5. 


aus (9): 


2 /.r-t -2 — "^Vx+i + (Boole, W.).^) 

/•(r)E^r2_4r + 4 = (r-2)2^ 

f\a) = {ct - 2y, f(a) == 2 (a ~ 2) ; 

^1 = 1. t^o = 05 ri^ = ayß^x + 

ß = 2a ^ 

(a~2)«’ 


i/.f = + C02;r)2'^’+ 


2 a 




, ah 


Ist a='2, also zweifache Wurzel von f{r) = 0, so hat man zu setzeu 
Vx = 2 - {ß, ~ - 2 )) ; 


1) .Boolc (1 •) benutzt symbolische Methoden; die obige Itechnung zeigt, 


man ohne dieselben ebenso schnell zum Ziele gelangt. 


daß 
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aus den Gleicliungen (10) ergibt sich, da hier m = h-—2, f (a) — 2 , 

r(a) = 0 ist: 


also: 


A = 0 ßo-0, 


: ~ (^1 “h ^ ^ ~'24 


Besteht die rechte Seite aus mehreren Gliedern von der Form 
so greift folgende einfache Bemerkung Platz: Ist eine Lösung 
von eine Lösung von F{y^ = q^, so ist 

eine Lösung von J?{y^ ^Px'^ 

=Pcc + 


6. + (^^yx (Boole, W.). 

m rt! 

f[r) = r- = 0 : = ae ^ = ae ^ ; 

cos mx = Y Ö“''’' + . 


Die reduzierte Gleichung besitzt die allgemeine Lösung 

Vx (^h 2 ^ r ^‘) ■ 

Eine Partikularlösung der Gleichung 
yx+2 + ^“^ 0 . = 

hat nach unserer Theorie die Form: 

G ^1,2 ^ ? 

durch Einsetzen in dieselbe ergibt sich: 

&1,2 =y(c±-'’“+ a^'r^-, 

daher lautet nach unserer obigen Bemerkung eine Partikuhirlösung 
der Yorgelegten Gleichung: 

o o o 


•’/.x = 1 [(e^"‘“+ a-)"^ e- 

und daher ihre allgemeine Lösuno*: 

o o 

y^ = a''^'(co^ cos + CO 2 sin -^ 0 ^ + 


(i^ cos 7n X 0- cos 't)i (x — "2) 
cD-O 2 a" cos 2m -|- 1 


a- cos mx -|- cos m{x — 2) 
'•Z (r cos 2 vi -|- 1 


.Aber auch in anderen Fällen kann man zuweilen direkt eine 
Partikularlösung der vollständigen Gleichung finden, wie wir an zwei 
Beispielen erläutern wollen: 


1) Ygl. die Anmerkung auf S. 179. 
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+ i + 2/, = (Markoff). 

/’(r) = r« + 2 r 2 + 2 r + 1 = (r + 1 ) (r^ + i) = q : 

... i 2 TT .. 2 7t 

^7 ^2,3~ it ^ sm ^ • 

die reduzierte Gleichung besitzt also die Lösungen 


= (- IK = cos ^ a; , y^''^ = 


2 TT, 

sin 3 ,a'. 


Der Anblick der rechten Seite suggeriert den Ansatz: 


- -\- - ■ ^) 
■1 ^ a; ’ 


durch Einsetzen in die gegebene Gleichung folgt: 


a = ~l=.l, 

also: 

Vx = '■'^iC— 1 )'"+ <"02 cos --” X + coo sin "-a: H — ^ ^ • 

Soll unter der Annahme 

~ 6 7 ^ 1 i^ ; 


2/200 berechnet werden^ so ergibt sich zunächst aus den Anfangs- 
bedingungen für ganzzahlige x: 


also: 


und daher: 


COj = 1 ; CO2 = co^ = 0 ^ 


1 


2/200 - 1 + .,QU 


:J 9800 


Ist endlich die rechte Seite der Gleichung ( 6 ) von der Form 

h 

SO ist offenbar 



h 


worin f(t) die charakteristische Funktion bedeutet^ eine Partikular- 


1) Man kann natürlich auch die Methode der Variation der „Konstanten'^ 
anwenden, doch wird die Rechnung bedeutend länger. 
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lösung Yon (6); Yorausgesetzt, daß das Integral überhaujDt eineu 
Sinn liat.^) 

8. Beispiel: 

1 1 

i 

Da -^ = y (x>0), also hier q}(t) = 1 ist, so wird: 

0 

1 

=y (a<l: x>0'). 

0 


Am Schlüsse dieses Abschnittes möge bemerkt werden, daß 
Gleichungen von der Form 


yx+n+ <^lQ:vy.r+n-l+ «2 9'xY-l2/.ve«-2 ^ “T ') 

durch die Substitution = (z. B. durch r(x—n + l)u^, 

wenn q^ = x ist) nach Division durch (bzw. durch r(a; + l), 

wenn q^ = x) in Gleichungen mit konstanten Koeffizienten transformiert 
werden, nämlich in: 


+ n + ®l“.c + «-l + %*G + h- 2 + • • ■ + «„Wj, 

Z. B. wird die Gleichung 


l>x 



f 

r(.r + i)/ 


Vx^n + + + H + U’J'"-"y, = V, , 

die auch in der Form 

‘n — 

geschrieben werden kann, durch die Substitution 

{x-n) ix—n^-l) 

y.c = fl + M-., = a ^ - ■ M 


x{x +1) 

nach Division durch na’'+i = a - in die Gleichung init kon- 
stanten Koeffizienten 

1) a;(j;FL 

Vx -h ?Z + y.X fi- _ 1 + ^ Vx + M - 2 "b ■ ■ ■ + = Px " 

transformiert. — Besonders einfacli gestaltet sich der Fall i\. = 0. 


1) Vgl. Nielsen, 3., S. 264. 

2) Book, 1 . (Deutsche Ausgabe S. 123 ff.) 
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III. Anwendungen. 

A. Anwendungen auf rekurrente Reiten.^) 

Rekurrente Reihen (in engerem Sinne) sind solche Reihen 

Va, Vi, !h, ■ • •, y., y.r + 1, ■ ■ ■, 

für die je n aufeinanderfolgende Glieder durch eine Relation 

V-C+n + + 0'2y.v + n-2 H h = 0 

mit konstanten Koeffizienten verbunden sind. Die Auflösung dieser 
Differenzengleichung gestattet, das allgemeine Glied der Reihe als 
explizite Funktion des (ganzzahligen) Index x darzustellen. 

1. Lehrsatz: Eine konvergente Potenzreihe 

-^(0 = 2/o + 2/i ^ + 2/2 “T ■ ■ • + VjE -T ■ ■ ■ , 

deren Koeffizienten eine rekurrente Reihe bilden, ist eine rationale Funk- 
tion von t. -) 

Beweis: Die Relation zwischen n Koeffizienten der Reihe sei: 

= */.,+„ + « 1 ,_i + «2y.r+„-2 +••,• + aj.,. = 0 . 

Nach Multiplikation von F{t) mit 

^(0 h 

erhält inan: 

rp{t) = F(t)t(t) =-• 2/0 + {y^ + a^yf)t + {y^ + «jt/i + a,jJo)f + ■ ■ 

die Koeffizienten der folgenden Potenzen sind nämlich die Werte der 
F iinktion 

y.c + n+ -r + ■ ■ ■ + apjx 

für :r = 0, 1, 2, . . ., also infolge der obigen Relation aRe gleich Null; 
daher ist: 

«pG) 

^Kt) 

eine rationale Funktion von t. Q. e. d. 

Umgekehrt läßt sich die rationale Punktion 

V (f'\ -j- h^t ‘ 

^ l+a,t + a,t^-\ ^aj'^ 

1) Die Literatur über rekurrente Reihen siehe bei Andover, 1 ., S. 69, 
Note L-S. 

2) Vgl. z. B. Serret, Algebra, deutsch von Wertheim, Leipzig 1878, 1. B., 
S. 42611;.; Seliwanoff] 2 ., S. 90 ff. l^\t) heißt die „erzeugende Funktion“ [Laplace, 1 ., 

S 7 ff.). 
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in die Eeihe 

entwickeln^ für die je n aufeinanderfolgende Koeffizienten durch die 
Eelation 

Vx + n + (’-lUx + n-l + «22/.r + «-2 +■•••+ O'JJx = ^ 

verbunden sind. Die ersten n Koeffizienten hestimmen sich aus den 
Gleichungen: 

.% = h j 

Vi + %% - \ ; 

^2 + CliV^ + ^ 2 % ^2 7 


yn-l + ^iyn-2 + ' = ^n-1- 


Die DifiPerenzengleichungen können also dazu dienen, die Koeffi- 
zienten der Entwickelungen rationaler Punktionen in Potenzreihen als 
explizite Funktionen des Index zu bestimmen. 

2. Aufgabe: Es soll das allgemeine Glied der Scliimj^evsclien 
Meihe [der Zahlen des Fibonacci f) 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . .., 

deren jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden Glieder ist, be- 
stimmt werden}') 

Lösung: Je drei aufeinanderfolgende Glieder der Eeihe genügen 
der Eelation 

^.r+2-^.f+i-.Vr = 

die Anfangsglieder sind = 0, = 1 . Die cliarakteristisolie Gloicluing 

f{r) r- — r — 1 = 0 

hat die Wurzeln 

_ 1+1/5 _ i~]/r; 

1 2 ^ - "2 ’ 

daher ist die allgemeine Lösuno'* 


Vx G 


C 


+ r-. 



aus den Anfangsbedingungen ergibt sich + = - r., = ; also !ant(d, 

das allgemeine Glied: ^ V'”' ’ 


IJx 


1 

1/5 


1 + y 5 
2 



1) Jrlhonacci^ genannt Leonardo Pisano, Liber abaci 120^ u 

2) SeJüvanotr, 2., S. 90; ygl. Frege, Habilit.-Scbrift, Jena 1874, 2J 
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III. Anwendungen A. 

3. Aufgabe: Aus m gegebenen Zahlen 


y^? Vij • • •; ym-i 

ivirä eine unendliche Reihe derart gebildet, daß jedes Glied derselben 
das arithmetische Mittel der m vorhergehenden Glieder ist; welcher Grenze 
nähert sich y.^, wenn n unendlich wächst?'^) 

Lösung: Die der Aufgabe eutspreebende Differenzengleicbuug lautet; 

+ +2/^ + ™_2 d l"2/.t + l +?/,r) = 0. 

Die charakteris tische Gleichuno* 

Ö 

f{r) =r”‘~ ^ l x i) = q 

besitzt eine Wurzel und es ist: 

= r — 1 = (w — l)r“-ä-j ^3r-+2'r+ 1; 


die Wurzeln von ^(r) = 0 seien r,, r^, . . Dann lautet die 
allgemeine Lösung der Dififerenzengleichung (für ganzzahlige x): 


y.v + t:.2r./ -f- • • • -f r*_i ; 

die Konstanten c^, . . ., c,,,_i bestimmen sich aus den Anfangs- 
bedinQ:uno;en: 

o o 

^0 + '’l + ^2 + • • • + C.m -1 = Vo! 

<^0 + 'h D + ^2 »*2 H h f ™ _ 1 r,n - 1 = ?/l ; 




771 — 1 Wi — 1 


ytn 


Insbesondere ergibt sich^ wenn man diese Gleichungen der Reihe 
nach mit 2^ . . m multipliziert und addiert: 

771 (771 1 ) , ^ ^ 

2 ■ ^'0 =" IJO + +■ 3^2 H + 

Man kann nun leicht zeigen^ daß der absolute Wert der Wurzeln 
{lv=l,2, .. .,7n — 1) kleiner als 1 ist: Es sei =- eine Wurzel 
Yon ^(r) -= 0 ^ worin q der absolute Betrag von ist. Dann muß 

sein^ und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur für = 0. Wenn 
nun ^ ^ 1 ; so ist: 

^ 7 n ^ ^ ^7., -2 > • . ■ ^ ^ 1 , 


li Marlzoff, W. 
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und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur für () =- 1 ; daher müßte 

^ — m 

sein; hierin gilt das Gleichheitszeichen nur^ wenn gleichzeitig (p 0 
und ,0 = 1, also = 1 ist. Da aber ^6(1) =1= 0 ist und die letzte Un- 
gleichung für das Zeichen < einen Widerspruch mit der vorher- 
gehenden ergibt, so müssen sämtliche Wurzeln (Z; = 1, 2, . . m~l) 

von rp(r) = 0 dem absoluten Werte nach kleiner als l'sehi. ’ Daraus 
folgt aber: 

hm ij^ = Co = («/o -f 2^^ -f 3 |/, g • 

B, Anwendungen auf die Geometrie. 

4 . Aufgabe: Die Kurven von der Beschaffenheit zu fnden, daß 
wenn von dnem festen Punkte in ihrer Ebene n Strahlen gezogen 
werden, die gleiche Winkel mit einander bilden, und dieses Stralilen- 
biischel um den festen Punkt gedreht tcird, die Summe der Radien- 
vehtoren Ixonstant bleibt^) 

Losung: Die Winkel^ welche die Strahlen mit einer festen Achse 
bilden^ können ausgedrückt werden durch 

und wenn r = F{cp) die Polargleichung der Kurve in bezug auf den 
gegebenen Punkt als Pol ist, so hat man; 

Fif) + F{^ + 1') + ■ ■ - + J-'U + =<“ - '! >) _ 

wolin u eine Konstante ist. AA'ir setzen nun 

und F(^^x)=y^- 

dann erhalten wir die Differenzengleichung': 

yx+ Vxi-l = nct'^ 

ihre allgemeine Lösung ist 

Vx == CI cos —X -f CO2 cos -^x + cos x , 

worin die co, „Konstanten^^' bedeuten. Daher lautet die Gleichuno’ der 
gesuchten Kurven : ^ 

r^a + CO, cos cp + oo, cos 2 9? H + cos - l)fp ; 

die Partikularlösuno’ 

ö 

X = Ci F b ccjs cp , 


1) Boole, 1. 


III. Anwendungen. B. 
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rtesisclien Koordinaten 

die Fußpunktenkurve des Kreises dar^ welche also auch die ver- 
; Eigenschaft besitzt. 

n Aufgabe: JEs soll die Gleichung der Kurven auf gestellt iverden^ 
iche das FroduJd der beiden Abschnitte der von einem festen PunMe 
die Kurve gezogenen Geraden konstant istd) 
j'ösung: Ist wieder r = F(gp) die Gleichung der gesuchten Kurve 
larkoordinaten^ so hat man 

F{(p) ■ Fisp n) = c-, 

wenn (p Ttx und Figtx) = gesetzt wird: 

y^Vx+i = c. 

etzen ferner = cu^ und erhalten : 

= 1; 

Logarithmieren ergibt sich: 

ln + ln = 0, 
venu man ln u^ == setzt: 

'^x + l + ^ 0- 

reelle Partikularlösung dieser Differenzengleichung erster Ord- 
ist: 

== \ (6^ == cos %X, 
ie allgemeine Lösung: 


Lr; "" ^^7 


OD^ eine willkürliche periodische Funktion von der Periode 1 ist. 
lautet die Gleichung der gesuchten Kurven: 




cos (p 


eine beliebige reelle Funktion von ^ mit der Periode tt be- 
; in der Tat ist: 


ist für = tg go : 


r ' r = CF 

'cp dp+7t 


r = 


= 0 wird r = c^ d. i. die Polargleichung des Kreises, bezogen 
m Mittelpunkt. Auf einen Punkt mit dem Abstande h vom 
}unkte bezogen, lautet die Polargleichung des Kreises mit dem 
; a: 

r = y — b~ sin“ cp + b cos 9:, 


IJoole, W. 
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oder, wenn a > 6 ist und = gesetzt wird: 


oder endlich: 

~ ^ cos p -|~ J/" 1 + -2 cos^ , 

liier ist also: 

= g (4 v + + 1 OOS’- _ 




und dies ist in der Tat eine periodiscKe Funktion von cp mit der 
Periode ut. 

Weitere Anwendungen auf die Geometrie finden sicli bei 

-B. Combesciire (1.). 



Achtes Kapitel. 


DifferenzeiigleicliimgeiL mit linearen Koeffizienten. 
Integration derselben durch bestimmte Integrale. 

Den linearen Differenzen gleichungen mit konstanten Koeffizienten 
stehen am nächsten diejenigen^ deren Koeffizienten lineare Funktionen 
der unabhängigen Veränderlichen sind. 

I. Homogene GrleiclmngeuA) 

Die sogenannte La^olaceBoh^ Differenzengleichung lautet: 

( 1 ) {a^x + + {a^x + [- (a^^x + = 0 ^ 0 ) ; 

setzt man 

(z^) = + * • • + y') (p{b) = h^t ' -r b^ , 

so kann dieselbe mit Benutzung des Operationssymbols D (s. 1. Kaj^,; I) 
kurz in der symbolischen Form 

[(piD) + = 0 

geschrieben werden. Um diese Gleichung zu lösen ^ setzen wir mit 
Laplace: 

u 

( 2 ) 

worin die Funktion f{t) und die Grenzen und passend zu be- 
stimmen sind; dann wird Gleichung (1): 

k 

1 fXt) {cp {t) -\-xiIj { t)) (H Q . 

\ 

1 ) Laplace, 1 .; Linclierle, 1 ^.; Heymann, 1 .; Brajtzew, 1 .; Webh, 1 .; W. 

2) Diese sogenannte ^^Laplace^che Transformation^^ ist für die linearen 
Differenzengleichnngen von außerordentlicher Wichtigkeit, weil durch dieselbe 
das Problem ihrer Lösung auf die Integration einer linearen Differentialgleichung 
zurückgeführt wird (und umgekehrt); vgl. 10. Kap., IIL 
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Kun erhält man durch partielle Integration: 

f dt = t^f(t)ii,(t) ~J dt- 

also ergibt sich: 

i., 

J t^-^dt[cp(t)fit) - 0 . 


Die Gleichung (1) wird durch den Ausdruck (2) befriedigt werden^ 
wenn jeder dieser beiden Teile für sich verschwindet 5 aus 


folgt: 


^(t)fit) - 1^/^ = 0 

fXt) rp{t] — tip'(t) 


fit) 

also mit Unterdrückung einer multiplikativen Konstanten^): 


m 


iKt) 


r y(0 

ßj t tp\t) 


Es sei nun f(t)==a,Xt-ccP{t-ap...(t-~aJ und, in Partial- 
brüche zerlegt^ 


( 3 ) 


(pjt) 


' ^ t —\/ (^0 

k =0 


und wir wollen zunächst annehmen, daß alle von einander ver- 
schieden sind; dann ist, abgesehen von einem konstanten Faktor: 

f(t) = po(t — ßrj/fi - 1 _ _ - 1 _ 

Die Grenzen und sind nun so zu wählen, daß 


/j 

wird; unter der Voraussetzung, daß die reellen Teile von x + 
ßi> ■ ■ ■> ßn positiv sind, erreicht man dies, indem man t^ = 0, U = cif. 

setzt. Man erhält so n Partikularlösungen von (1): 

‘<k 

0 

Ist a^ = 0 ^), also etwa vom Grade n — r in t, so tritt in der 
I artialbruch/eilegung (b) eine ganze Funktion (r — lycn gjpades von y 


^ ]) Diese Konstante ist zwar von t unaLliängig, kann aber eine periodische 

Funktion von x mit der Periode 1 sein. 

2) Dann muß 5,^=4= 0 sein, da sich sonst die Ordnung der Gleichunfr fn 
erniedrigt. ^ ^ ^ 
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also unter dem Integral (5) auf^ worin Q(t) eine ganze Funktion 
Grades bedeutet; ist ferner cc^ eine ft-fache Wurzel von 
so enthält der Integrand Yon (5) einen Faktor von der Form: 


Auch in diesen Fällen sowie in den Fällen^ wo die reellen Teile von 
ß^ + x, negativ (bez. Null) sind^ kann durch geeignete 

(komplexe) Integrationswege (sogenannte Doppelschleifen) der Aus- 
druck (4) zum Verschwinden gebracht werden; ausführliche Dar- 
legungen über diese Integrationswege findet man in Schlesingers 
^^Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen^^^, Bd. I^ 
S. 409 ff. — Als Beispiel kann die im 1. Kap., II, C behandelte Diffe- 
renzengleichung der Gammafanktion dienen. 


II. Vollständige Gleichungen.^) 


A. Die rechte Seite ist eine ganze rationale Funktion von x. 

Es möge zunächst eine aUgemeine Bemerkung gemacht werden: 
Wenn eine lineare Differenzengleichung in der Form 


(ü) + 


(n-l) 






y 

-‘■X X 


vorliegt, worin die Koeffizienten {i — Oj 1, ...,>^) ganze Funktionen 
von X sind, deren Grad den Index nicht übersteigt, während cj^ eine 
ganze Funktion vom beliebigen Grade m ist, so genügt ihr als Par- 
tikularlösung allgemeinen eine gan^e JSunldion Grades^ die man 

zweckmäßig nach Binomialkoeffizienten fortschreiten läßt.^) Denn 
setzt man 

Vx = n + + 72(2) + ■ ■ ■ + 

in (6) ein, so wird die linke Seite im allgemeinen eine ganze Funk- 
tion Grades, deren Koeffizienten die y. linear enthalten; durch 
V ergleichung gleich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der 
Gleichung (6) erhält man also m -|- 1 lineare Gleichungen für die 
m -|- 1 Größen 7m • • v denen sich diese im allgemeinen 

bestimmen lassen. 

Übersteigt dagegen der Grad der auch nur an einer einzigen 


1) Heymann, 1., S. 309 ff. ; W. 

2) Neiotom Interpolationsformel; vgl. z. B. Seliwanoff, 2., S. 6. 
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Stelle den Index, so ist der Vorgang nicht so einfach. Wir wollen 
für diesen Fall die Gleichung (6) wieder in der Gestalt 


:7) ny:)^P^^y.. 




-1 + ' 


'+-Pf 2/. 


( ( 0 ) 

1 + Px Vx = ^x 


schreiben und annehmen, daß u (^^>2') den höchsten Grad der Koeffi- 
zienten (f — 0, 1, ...jfi) bezeichnet, während vom Grade m ist. 
Wir machen nun in (7) die Substitution 

!/x = n + + * • • ' + Tra-u i 

dadurch geht die Gleichung (7) über in 

worin f(£) eine ganze rationale Punktion Grades bedeutet, deren 
Koeffizienten die y. linear enthalten. Mittels dieser m — /r + 1 un- 
bestimmten y. können wir es im allgemeinen erreichen, daß auf beiden 
Seiten dieser Gleichung die Potenzen bis gleiche Koeffizienten 
erhalten und sich aufheben, sodaß die für zurückbleibende Diffe- 
renzengleichung 

= Px - f{^) 

als zweiten Teil eine ganze Funktion von x besitzt, deren Grad auf 
den II — 1^®'^ herabgedrückt ist. 

W^ir betrachten nun eine vollständige LaplctcsQQ^Q Differenzen- 
gleichung 

n 

(8) ^ («i-« + y., +k=‘9{x), 

k=0 


worin cj(x) eine ganze rationale Funktion von x ist: hier übersteio^t 
nur der Grad des Koeffizienten von den Index 0 um 1; daher läßt 
sich nach unseren obigen Auseinandersetzungen der Grad von (j{(x) im 
allgemeinen auf den 0^®^^ herabdrücken, d. h. (j(x) kann im allgemeinen 
als Konstante vorausgesetzt werden. Unsere Gleichung lautet dann 

n 

(^) V “T ^dy.z + k = ; 

k = 0 

sie kann durch dasselbe Integral (5) wie die homogene Gleichung- 
integriert werden, wenn man statt der Grenze 0 eine andere, z. B. 1 
nimmt, für welche der x4.usdruck in (4) nicht verschwindet. Setzen 
wir in der Tat in (9): 

1 

2/f = \l . {t-a,y»-icUP 

(C], 

0, b Ci, = Oj, 

1) Es genügt, das eine Partikularintegral mit den Grenzen 0 und 1 zu 
nehmen, da man nach I die Lösungen der reduzierten Gleichung kennt. 
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11. Vollständige Gleiclningen. A. 

SO tritt an Stelle der Gleichuiig (4) die Gleicliung 

^ .... (i - a,y4 = Z , 

(^k 

aus welcher, falls a„+ 0 und ?li(ßi.)^)>0 ist, 

■(10) 1 = z(l ... (1 — 

folgt. 

Für a„ = 0, iR(/3J ^ 0 und für mehrfache Wurzeln oc, von 
4j(f) = 0 treten die unter I angegebenen Modifikationen ein. Ferner 
versagt die Bestimmung von X aus Gleichung (10), wenn eine der 

n 

Wurzeln g;- gleich 1 ist. In diesem Falle ist aber == 0, sodaß 

die Gleichung (8), wenn man darin die Differenzen einführt, 

zum Typus (6) gehört und daher als Partikularlösung im allgemeinen 
eine ganze" rationale Funktion von ^ besitzt, deren Grad gleich dem 
von g{x) ist. 

Beispiel: 

yx+ n ~ ^Vx = (Hejmann). 

Durch die Substitution x = nz, == gebt die vorgelegte 
Gleichung über in 

+ i ~ 

daher lauten die Partikularlösungen der reduzierten Gleichung: 

yf = <r(«) (^^ = 1.2,...,«; = 

Ferner ist in unserem Falle ^{{) = i/)(^) = — 1; daher lautet eine 

Partikularlösung der gegebenen Gleichung: 

e " 

1 

die Konstante 2 bestimmt sich aus der Gleichuno; 

O 

oo 

r -ri': ] 

— 2 =7.^ d. h. 2 = % 6 ™ . 

3 

Diese Lösung gilt für jeden Wert von x\ für n = k = e~^ ergibt 
sich die Funktion Q(x).^) 

Wir haben im vorhergehenden mehrfach den Ausdruck „im 
allgemeinen^*^ gebraucht, um anzudeuten, daß Ausnahnefälle eintreten 
können, in denen sich die Koeffizienten der angesetzten ganzen ratio- 

1) 3t (/5) bedeutet: „reeller Teil von |5V 

2) Vgl. 1. Ka^,, II, C. 

WallenLerg: Lineare Diilerenzengleichungen. 


13 
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nalen Funktion von x aus dem linearen Grleickungssystem nicht 1)0- 
stimmen lassen. Wir wollen nun an einem vollständig durchgeführten 
Beispiel^ welches alle auftretenden Möglichkeiten klar erkennen läßt;, 
die Natur dieser Ausnahmefälle erläutern;, die eine überrascliend 
große Mannigfaltigkeit darbieten: Es sei gegeben die Diflerenzen- 
gleichung 

(11) = (^2 ^2) 4 - 61) A :r -\- cc., 

worin =f= 0 vorausgesetzt werden kann^ da sich sonst durch 

die Substitution auf einen Differenzenausdruck erster Ord- 

nung in reduziert. Wir setzen an: 

yx"= ßo^ ßi^ "1“ ^2 ( 2 ) 

und erhalten durch Vergleichung der Koeffizienten von x^^ x^^ in 
(11) die drei Gleichungen: 

(y + + Ct2)ß2 = 

+ %)/3i + 

%ßo +\ßi + c^ß^ = S 7 

aus denen sich ß^ im allgemeinen bestimmen lassen. 



Aiisnahmefälle : 

1 * 2 h H" % ~ ^ “b 0 . 

In diesem Falle besitzt die reduzierte Gleichung P(y .) (j ais 
Partikularlosuiig eine ganze Punktion zweiten Grades; deniV'setzt iiuui 

4 . Mu ( 12 ) «. = «1 = «0 = 0 , so ist die erste von, selhsl, 

erfüllt für ein beliebiges ß^, und aus der zweiten und dritten kann 

man sukzessive und ß^ durch ß^ ausdrücken, sodaß eine Lfisnii-- 
von der Form 

(1'^) = ßi (-»0 + ^ ’] 

lesultiert.-) Setzt man in diesem Falle 


yx-ßo+ + 

worin ß^ und ß^ durch die Gleichungen 


1) W. 

_ 2) Ist allgemein m die Ideinste Zahl, für welcl 

ist, so besitzt die reduzierte Gleichung p/ ^ q 
FunJetion 71 ^^^ Grades. 


-f ni -f 7}) (771 1 ) 0 

1 a7 tilh7A/lü7'li)S7iyig eine 



11. Vollständige Gleichungen. A. 

(«0 + ai)ßi = «1 , a„/3(, + 

bestimmt werden, so ergibt sieb für die Dififerenzengleicbnncr 

Ö Ö 

dieselbe kann durch Variation der „Konstanten" ^ gelöst werden unter 
Berucksicbt^ung des erleichternden Umstandes, daß die reduzierte 
Gleichung P(^J -= 0 die Losung (13) besitzt. 

Es ist aber auch möglich, daß eine ganze Funktion höheren als 
zweiten Grades der Gleichung (11) genügt; setzen wir z. B. an: 

Vx ßo + ßi^ + ^ 2 ( 2 ) "^^ 3 ( 3 )) 

so erhalten wir zur Bestimmung der Größen ß^ die Gleichungen: 

(■' 0 “ + + “ 3 )^ = 0 , 

(y + + a^ßi + ( 2' + ^2 ~ -gpä = «2 ; 

(«0 + «1) A + {h, + ft, - “») + ( J _ ^ 

^'o/^o + + C 2 ß^ = cc^. 


Zunächst muß 
sein^ was zusammen mit 


6 -r 2 ^ 


2 


0 

== 0 


2 1 . 

Q ergibt; ferner muß 


b, 

'2 + 


->=H0 


sein ); alsdann lassen sich sukzessive ß,„ ß^, /?, aus den obigen 
bleichungen bestimmen, während willkürlich bleibt und gleich 
IsuU gesetzt werden kann, da ja noch die Lösung (13) der reduzierten 
Gleichung hinzutritt. 


2 ' “t" ^2 ~H ^ == 0 .. 


Hier ist eine Bestimmung der ß^ aus dem System (12) noch niöo-lich 
wenn o ? 


1) 3. Kap., V, 

2) Ist ~1 Y 6^ _ 2 reduzierten Gleichung = 0 

außer einer ganzen Punktion zweiten Grades auch eine Funktion dritten Grades 
soclaß ihre allgemeine Lösung bekannt ist. ’ 


Vd 
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d. h. 

(14) 




(y^ 2 CL^ -j~ 2 Oj^ —j— 


2 &^ -|- 2 Ö2 — 


ist (es kann auch + 263 — = 0 sein); bleibt dabei will- 

kürlich und kann gleich Null gesetzt werden, da in diesem Falle die 
reduzierte Gleichung als Partikularlösung die ganze Funktion ersten 
Grades 


Hx- ßl{^- 


% 


) 


besitzt, die zur Lösung der vollständigen Gleichung hinzugefügt werden 
kann; alsdann folgt 



Besteht dagegen die Beziehung ( 14 ) nicht, so setze man 


worin 


Vx — ßo + ß 2 

o o:. c., 


, ß,= 

■ +■ + <^2 


^^'0 "b ) 


ist; dann genügt der Gleichung 

+ ®1 + «2 = 0 , flo + «1 = 0 • 


3 . 


Sr Su“stit5ib ^ «1 = «0 = 0 wäre; daher kann durch 

aS:; .'"r .t 


(Gleichung P(^J = 0 besitzt wie vorher die Partikular- 



Setzt man 


II. Vollständige Gleichungen. A. 


Vx ^0 + ft ^ 2 ) 


\ + &, 


A ft = ^ 


ist, 80 genügt der DifFerenzengleidnina- 

o O 

ft+ft-f = 0. 

Die reduzierte Gleiclmng P( 2 /J = 0 besitzt die beiden Partikular- 
losungen 

sodaß ihre allgemeine Lösung eine ganze rationale Funktion von a; 
ist. Hier kann nur durch die Substitution 


das Glied der rechten Seite von (11) zum Verschwinden gebracht 
werden; aber dafür gestaltet sich die Lösung der Gleichuno- (11) 
mittels Variation der „Konstanten“ durch die Kenntnis zweier Lösun<ren 
der reduzierten Gleichung besonders einfach. Da hier a °a 

O Q 1 ^ 0 ^ 

“ä = -§"0 + ft = ~ 2 ° ^^ch den angegebenen Tran,sforinationen 

i-a = 0, « 0=0 ist, so lautet die transformierte Gleichung (11), wenn 
man noch durch dividiert und -- == 1>, D. = ^ . , , 

(11=-:=) (ai^+ &a;)A-ft,, ~(2x + b-- l)Ai/^+ 2y^ = A,x + A,x\ 

Zwei Partikularlösungen der reduzierten Gleichung sind 

daher lautet die allgemeine Lösung von (11*)-';; 


( 15 ) ;/. - i :'2 


llj -|- A.yX (1) 

x^h x-v 


darin ist 


1 + 


2)^A+xl2^C (2) 


JK ^ l) ' ^ 


1) 3 Kap., Y. 
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WO 


also ; 


D ^ y 




(2) (1) 

yJy.U 


== -\-x{x^r'b)\ 


( 1 ) 2x -{-h — 1 ( 2 ) X ~ 1 

~ x(x 4- ^ ^ 

Der Ausdruck unter der ersten Summe 2J in (15) lautet^ in Partial- 
brüche zerlegt^ 

, ß^ + r , 

X -+1 (x + ö) (x + l) -1-1) ’ 

die allgemeine Lösung der Gleichung (11"^) hat daher die Form 
^.v ^ - + 0^2 d 2 — ^ + -R(^) d- + G2(cg) + h) ; 


darin sind co^ und co^ willkürliche ^^Konstanten^^^ It(x) eine rationale 
Funktion, G^(x) und G 2 (x) ganze rationale Funktionen von x und 




d log r(a:) 


dx 


Insbesondere ergibt sich für 5 = 1, = Ao 


= 1 


als allgemeine Lösung der Diflferenzengleichung 

x(x4- l)A^y^~ 2xAy^4- 2y^ = x + 

die Funktion 

y^^2-~(x- 1)-^ + -f 1) V(^) + + «.rrd 


B. Die rechte Seite ist von der Form f ") 

h 

Wil wollen auch hier, wie bei den DijOferenzengleichuno-eii mit 
konstanten Koeffizienten, den FaH betrachten, daß die rechte Seite 

von der F oim J^t F{t)dt ist, die vorgelegte Gleichung also lautet 

(in der symbolischen Schreibweise) : 

W{B) + =JV-i 

V\'ir setzen wieder 

y.=fr-^y(t) dt 

' — U 


1) Vgl. 1. Kap., II, C: Marho/jf, 1 ., S. 
immer den natürlichen Logarithmus, 

2) Hey mann, t., 1. o.; W. 


106; Nielsen, 1., S. 261; log bedeutet 
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in die gegebene Gleichung ein und erhalten ähnlich wie früher 
unter a): 

h / 

Wir bestimmen nun V(t) durch die lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung 

dii,H)V(t)) U\y7-u\ 


aus welcher sich mit Benutzung dei' früheren Bezeichnungen als 
Partikularintegral ” 

^0 

m Fit) dt (^0 beliebige Konstante) 

ergibt^ worin 

y^it) = . . it-ccyn -^ : 

&(t) = . . it-a„)-^n 

ist. Die Grenzen tj_ und t^ müssen nun so bestimmt werden^ daß 

_ ajA . . . (t-^aynj = o 

t t 

wird; dann stellt 

y. -J[^^~^xit)y^it)Fit) dt\dt 

eine Lösung der vorgelegten Gleichung dar, faUs das Integral über- 
liaupt einen Sinn hat. 

Ist das zweite Glied der vollständigen LaplacesoheTL Gleichung 
eine beliebige Punktion f{po)^ so erbebt sich die Frage ^ ob man eine 
Funktion F{f) durch die Funktionalgleichung 


f r-^F{t)dt = fix) 

h 

bestimmen kann; ähnliche Punktionalgleichungen sind durch die Unter- 
suchungen von Vdlterra, Lc Eoux, PincJierle, Mellin, besonders aber 
von I'redliolni, -Hilhertj Erh. Schmidt u. a. (die sogenannten „Integral- 
gleichungen“) neuerdings in den Vordergrund des Interesses getreten; 
doch würde es den Rahmen dieses Buches überschreiten, näher auf 
dieselben einzugehen. 

IleispielE) Die Differenzengleichung 

(ß -h (/3 -f ia -|- 'bx)y^^^ ■+■ cij^ = fix) 

1) Heymann, 1., S. 315. 
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wird zunächst durch die Substitution 

_ 

in die vollständige Laplace^ohe Gleichung 

+ 2 d* d“ d“ ^ “ Z'C^) r(n: 

transformiert; die Lösung derselben hängt also von der Funktional- 
gleicliung 

J dt = f(x) r(ß + x) 

ab. Ist insbesondere f(x) eine ganze rationale Funktion von x, welche 
nach den vorhergehenden Auseinandersetzungen im allgemeinen auf 
eine lineare Funktion x^+ic^x reduziert werden kann, so zerfällt diese 
Funktionalgleichung mit Rücksicht auf die Identität 

(■>Co + Xj^x)r(a -^-x) = xVia-\-x) + 'x.J[a + x+ 1) (y, = — a>i^) 

in zwei ganz gleichartige^ deren erste 

ft^~'^F(t)dt==xr(cc + x) 

durch 

F(t) == t^ = 0y — oo ^ 0 ^ 

befriedigt wird. 



Neuntes Kapitel. 

VerMten der Lösungen homogener linearer Differenzeii- 
gleichnngen im Unendlichen. 


I. Der Satz von PoincareJ) 

üm den Sinn des Poincar estheji Satzes zu verstehen, müssen wir 
einige Bemerkungen vorausschicken =) : Es sei gegeben eine homogene 
lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 

Vx + n + + fi h = 0 ; 

die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

Ci -j- Cl-^ cc“' ^ -f- • • • (2,^^ ==: 0 

seien alle von einander verschieden und zwar 

'«l' > !«2i > [ßsl > ■ • •> 

Dann lautet die allgemeine Lösung unserer Differenzenödeichuno-^i • 

worin die wiUkürliche ,, Konstanten'' (d. h. periodische Punktionen 
mit der Periode 1) sind; wir wollen aber hier der Einfachheit wegen 
nur solche Lösungen betrachten^ in denen die wirkliche Konstanten 
sind, die wir demgemäß mit bezeichnen. Es ist daher 



G-eht nun .r auf der positiven reellen Achse ins Unendliche 
im allgemeinen ^ 


lim 

.T; =:0O 


Vx + l 

Vx 




so wird 


1) Voimxire, 1.; . 2) Vgl. Perron, 2., § 

3) |(z| bedeutet den absoluten Wert von a. 


1 . 

4) 7. Kap., I. 
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iO'ur ausnahmsweise, weim nämlich Cj = 0 ist, also für etvas 

0] . . 

■■ für noch weniger 


weniger allgemeine Lösungen wird Inn 
allo-emeine Lösungen, in denen auch ^3 = 0 ist^ wird lim 

Ö CJ / x — oc 


für die einzigelMsang = ist lim ^ 


x—00 y X 

. Der Quotient 


-- CU usf. ; 


X~ou ^ - - 

strebt also, wenn x ins Unendliche wächst, im allgemeinen der größten 
Wurzel der charaläeristischen Gleichung zu. 

Dies gilt auch noch, wenn einige Wurzeln einander gleich sind: 
es sei z. B. W = 5 ) cc,= a^, «3 = «4 = i®^il i^-sli dann ist ) 


also 

y. 




x+l 


und daher wegen i ^ | < 1 , falls nicht gleichzeitig = 0 und = 0 ist, 
lim --- - = cc , ; (wenn = c, = 0, so ist lim = 0:3 ) . 

^. = =0 Va: V ^ = ' 

Wenn zwei von einander verschiedene Wurzeln gleichen absoluten 

Betrag haben, so gibt es Lösungen, für die der Quotient für 

lim X = cx) überhaupt keinem Grenzwert zu strebt; denn ist etwa 
iß^| = :«2l, so ist ij^ = c,ci/+c^U eine solcbe Lösung, für die der 

Grenzwert lim — f'VL nicht existiert; aber auch in diesem halle gilt 

— C 50 yx 

noch der obige Satz, wenn die Wurzeln, welche gleichen absoluten 
Betrag besitzen, nicht diejenigen vom größten absoluten Betrage 
sind, Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir zu dem Satze 

von Poincare. 


A. Alle ■Wurzeln der „charakteristischen Gleichung“ haben 
verschiedene absolute Beträge. 

Lehrsatz: Wenn in einer homogenen linearen Differenzengleieltung 

(A) P(y,ß) = !/,,+„ + 2/x+«-i d ^ 

die Koeffizienten pf \ iif\ . ■ endlichen Werten a^, a,,_^ 

1) Lösungen, die sich nur durch eine multiplikative Konstante unterscheiden, 
werden nicht als verschieden angesehen. 

2) 7. Kap., 1. 
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zustreben^ sobald die Veränderliche x auf der positiven reellen Achse ins 
Unendliche gehU), und wenn die Wurzeln der „charalde- 

ristischen Gleichung'^ 

(B) + + 6^0-0 

dem absoluten V erte nach von einander verschieden sind^ und zwar 

i I ^ I ^2 ! ^ ‘ ‘ ^ I j ; 

so ist im allgemeinen 


Beiveis: Wir führen den Beweis für n == 85 dann lautet die vor- 
gelegte Differenzengleichung 

(^) *'^>-{-3 + f-2 -\-Px'^ % ^ 1 + ^ 7 

worin lüy f a^. 1,2) ist. Die Wurzeln «, ß, y der ül.dclmii^r 

( 2 ) <' ra ^'+ « 1 ^ + «0 --0 

seien von einnudcr verschieden und zwar cc\ > ' ß \ \y \ . 

Wir setzen mm: 

( 3 ) 

( 4 .' '«.11 r^,., 

( 3 ) 'rX,,-! 


1) Das ist z. D. <lcr Pull, womi die Dillhnaizmi^'-lcicliiiiif' diu .Komi hat 

„..,-1 0 , 

worin die, I’oU'Tioine <,diü(di(m (.’radoH in x Himl. — IhI allfromeinor /'("-<) 

t,. n) ,du l’ol.yii<)in vom (irado ../.„■]. /.r, ho kann man durdi lujiü 
SuLstitutioii von dei’ Form 

V. ,■■■■■ 

1 

erroiclaoi, (la,ß alle Koeffi'/icaiien donselbon (^nid b, nr beHÜzen; wilhli 
man die b, als Wur/mhi von 0 , ko lieht sich der FaJct()r''fa;-~-- />j ) . . .’dr — /> .) 

hcnius, und alle Kotdlizlenlen hahcTi dtm (irad 1)7-- . 

hw='-' b) — t' r h ’vr), 80 (n-ndcht man durch dic^. Suhstittüion 


/;. -~'n 1) 

■I i 

worin nun die />,■ VVurzndn der Gleichnnpf o sind, dal! Hiimtdiche Koefli- 

zienton den Grail /„ — r besitzen. (W.) 
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also: 

d) “x+3 “ + 1 + l , 

Aus (4) und (6) bzw. (5) und (7) folgt: 

^x+i — y^+i~ a 0 , 

- «AJ + ^(1- ^ig + _ 0; 

daher ist, wenn K einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, 

(9) ‘^Xx+ (ß~y)X, = ßY^+ {y- a)E, 

^x + i = yZ^+{a-ß)K. 

Ferner ergibt sich aus (1), (3), (4), (5), (8), (9), wenn noch 
gesetzt wird: 

{a-ß) (ß - y)(y _«)/£= P(g ^ ^ P(y) 

Setzt man diesen Wgt für X in (9) ein und zur Abkürzung P(«) = J 
\r) -^7 kV) Cy so ergeLen eich die Gleidningen: 

(10) «A,,+ gX,+ Pr^+ C'AJ, 


( 11 ) Y^^^ = ßY^+,^-_ {AX^+BY^+ GZ:), 


- ß)iy — ßj 

1 

l«-ß)(ß~7) 

iß - 7) (7 - L + C'AJ . 1) 

Für genügend große a: werden die Größen A, P, C beliebio- klein- 
wir können daher eine positive Zahl 6 so wählen, daß, wenn gleichzeitig 


(12) = 


wenn i 


X ; 

i ' 

■ ^ 1 

\ z ^ 

ist^ 

y Ul 

Y 


Y > 

Ux 

, X ; ^ 

: 

■■ y.<i 

X 

AYird 

A 1 


i ^ i 

i A i 

ist^ 

1 y 1 

1 ^ ; 



1 X 

I U 

“t ' ^ ^ 

1 + 1 

+ 1 ! 

1 — ( 

V 

wird : 

r 

' ^ ! 

1 Y 1 

1 X ■ 

ist^ 

X 

: ' '' < 1 


^0 

-y 1; 

i ^ 

! i ^ 

; +11. 

1 Y ! . 

; ■^- x+i 1 

wird. 


gegebei.^'' !•’ 'üese Gleichungen unrichtig an- 

2 ) Der Index ist der Einfachheit wegen fortgelassen worden. 
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Es existiert nämlich eine von a; abhängige positive Größe d derart, daß 

z.B. die mit | multiplizierten Größen 

genügend große a. sämtlich' kleiner als d werden 
wird nach den obigen Voraussetzungen der 

Quotient 


+ 1 ,' 


\ß\ + ä(i + l 
+- 


■- (aus (10) und (11)). 


Wählt man nun eine positive Größe 6 derart, daß ! -'t | ^ 1 


und bestimmt s durch die Grleichuno- 

o 


^ t) ^ ^ k I — 1 U 

so wird auch lim £ = 0^ und es ist 

a; = 00 

()<(>< 1 . 1 ) 

Analoges gilt für die beiden anderen Quotienten, 

V ir nehmen nun x so groß an, daß die positive Zahl e kleiner 
als 1 wird. Wenn dann H die größere der beiden Größen \~ \ und j 4 i 
bedeutet, so ist^if eine Funktion von a;, welche in dem' Intervfu 
zwischen s und stets abnimmt.O In der Tat können mit Rücksicht 
auf die Ungleichungen £ < iZ < j- und 0 ^ £ < 1 zwei Fähe ein- 


treten : 

J. Fall: 

dann ist 

A' = J ^ ■ 

Y ; \ 

also nach Obigem: 


X i > I X I ’ 


^ ^ Z \ ^ ^ Y \ ^ 1 ^ 


x"" daher H nimmt zwischen e und — stets ab 


Fall: 


Z \Y 

'x > -x 


1) Vgl. Horn, 1 , 

2) Wenn x in ganzzahligen Intervallen wächst. 
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dann ist 


also 


d. L 


X 

Y 

> 

X 1 
X 


) >«, 

■ -2^ ! 

;x ~ 





1 ^.+1 1 
j + i 1 

•lAL 
■ 1 ^ J 




= II>S, '^j>l>£, 

< 1; 

I + 1 I ' I 

~ 1 und daher H nimmt zwischen e und — stets ab. 

I ^ 

Daraus folgte da lim f = 0^ daß H mit unbegrenzt wachsendem x 

x = oo 

gegen Null konvergiert^)^ es sei denn^ daß H von einem gewissen x 

an stets größer als ~ bleibt, in welchem Ausnahmefalle H mit x ins 
^ ' Z \ . 

Unendliche wächst. In diesem Falle nimmt i i in dem Intervall zwi- 
sehen e und — stets ab; denn es ist mit Rücksicht auf die Ungleichung 


£ < 


< — entweder: 

£ 

IW! 1 

1 . V=i-ll>l>£, 




oder: 


! ^ 

Ix 


r 


: y , > £, 

I Y I 
V 


i 


> 1 > s, 


2. i?=i4j>A>£, 


2; 


I 


, A i 

! r I I Y I : Y 

\'x\~ \ ~z\' \ ^ 

also in beiden Fällen nach Obigem 








I 

U. 


I : 


^\<i 

r,. ’ 


d. h. 


nimmt zwischen s und — 
X e 


stets ab; daher konvergiert | 

I -Y 


mit unbegrenzt wachsendem x im allgemeinen gegen Null und nur aus- 
nahmsweise, wenn es nämlich von einem gewissen x an stets größer 
als — bleibt, ^es^en oo . ' 

g ^ ö ö - 

Es sind also drei FäUe möglich: 

1. Allgemeiner Fall: 

limiZ=0^), lim! ^ 


, I 




lim I ^ ! 
X I 


0: lim“"+-i 


a (aus (3) und (4)). 


1) Zunächst gilt dies nur, wenn x in ganzzahligenlntervallen ai-|-g (g=l, 2 , 3 ,.. .) 

wächst; da diese Abnahme von H aber iüx jedes x (von einer gewissen Stelle an\ 
statt hat, so kommt in der Tat H für genügend große x der Null beliebig nahe. 
Bleibt beständig i?<£, so konvergiert wegen lim t = 0 ebenfalls ZU mit un- 
begrenzt wachsendem x gegen Null. ^ = ~ 

2) lim ~ lim . 
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2. Ausnahmefall: 


lim 27=00 lim i ^ = lim 

i Y \ 


= 0 : lim — 


3. Noch größerer Ausnahmefall: 


lim H = lim 






Y 


y . - oo, lim I = lim ; = 0; lim 


Q. e. d. 


Dieselbe Schlußweise läßt sich auch auf Differenzengleichuiigen 
höherer als dritter Ordnung anwenden, doch ist dann naturgemäß °die 
Zahl der zu unterscheidenden Fälle eine viel größere. Ferron^) hat 
für ganzzahlige a: ^ 0 den Beweis des J’öfwcareschen Satzes durch 
Methoden, die der Theorie der rekurrenten Reihen adäquat sind, für 
die w*® Ordnung wirklich durchgefühft, wobei allerdings fraglich bleibt, 

welcher Wurzel der „charakteristischen Gleichung“ der Quotient 

im allgemeinen zustrebt; in derselben Arbeit gibt er jedoch durch 
voUständige Induktion noch einen zweiten Beweis, der zwar viel kom- 
plizierter ist, dafür aber auch mehr leistet, indem er den FoincarescheR 
Satz folgendermaßen präzisiert: Fie Differenzengleichung (A) besitzt 
unter der Voraussetzung ® + 0 {für x = 0, 1, 2, . , n Fundamental- 
Vösimgen i/^\ «/f, . . von der Art, daß 


VF 


ist. Daraus folgt, da für i < Z; nach Voraussetzung j«, |> ja^i ist. 


lim i 


,/0) 

Dx + l 


also: 




i^l 

I I 


<1, 


T • Ux 


0, 


und daher: 

«r yi -i 1 + + 1 Vx + l d h C,; ?/i"| 1 ^ 


lim 

^ = “ 


(V) 




■ + 0 , y. 


(n) 


{v^l,2,...,n). 


1 ) Terron, 1 . 

2) Bei der Beschränkung auf ganzzahlige x sind die willkürlichen G-rößen Cj. 
wirkliche Konstanten. 
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Insbesondere folgt für v = daß für eine (bis auf einen kon- 
stanten Faktor) einzige Partikularlösung die Beziehung 


lim 

aj = 00 




a 


n 


gilt, worin die Ideinste Wurzel der ,, charakteristischen Gleichung^^ 
ist, entsprechend unserer Bemerkung über die Diflferenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. Diesen Satz hat (für den Fall, daß die 
Koeffizienten rationale Funktionen von x sind) bereits Pincherle^) 
gefunden; er nennt die zur kleinsten Wurzel der Gleichung (B) ge- 
hörige Partikularlösung die ^^ausgezeichnete Lösung^^. 


B. Die diarakteristisclie G-leicliung besitzt Wurzeln von gleichem 

absoluten Betrage. 

Aus dem Beweisgange des Poincar esdievi Satzes geht hervor, daß 
derselbe auch noch gilt, wenn einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, vorausgesetzt, daß dies nicht 
Wurzeln vom größten absoluten Betrage sind, also in unserem Falle, 
wenn \ß \ — \v . ist: auch hier ist im allgemeinen (d. h. wenn 

.... = 

ist ment nur \ß' = |^ , sondern auch = 7, so setze man: 

%■+! = V>, + /5 p -f- — ^ Y^. + ßZ^ , 

woraus 

“r + l + Z^. ^ , 

*'.c+2 = + /j(l + _j_ 1 ) .,M- 1 + ß-^x + l, 

“.,;+3 = + ß-(l + ^ jj -L ß'^Z,._^_^ 

folgt. Setzt man ferner: 

+ X ^ + iU = ^ 

;3/^2+2/>f/3+i7 =r;, 


1) TiiicherLc, B. 
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SO ergibt sich 

r.,,-(}+]^)ßY. + ir, 

'^.£+1 = + C ', 

worin A' , B', G' lineare Funktionen von A, B, C sind, deren Koeffi- 
zienten Ton X^, r, und abhängen. Die Größen A, B, C konver- 
gieren gegen Kuli, wenn x ins Unendliebe wächst, und, wie die 
vorigen Betrachtungen zeigen, im allgemeinen auch A', B', C'; daher 
ist im allgemeinen: 

lim =0^ lim y'’’ = 0 : lim ' ^ = cc. 

Dagegen gilt diese Schlußweise nicht mehr, wenn einige Wurzeln 
Yom größten absoluten Betrage einander (absolut genommen) gleich 
sind, wenn also \ a =' ß\'^ y ist (dahin gehört auch der Fall a = /3)^). 
In der lat existiert in diesem Falle, wie Perron^') an geeigneten Bei- 
spielen zeigt, für die allgemeine Lösung überhaupt kein derartiger 
Grenzwert, und wenn alle Wurzeln gleichen absoluten Betrag haben 
(bzw. einander gleich sind), so kann es Vorkommen, daß für heine 
einzige Lösung ein solcher Grenzwert existiert (im Gegensätze zu den 
Differenzen gleichungen mit Iconstanten Koeffizienten). 

Aber selbst in diesen Fällen gilt noch der folgende allgemeine 
Satz‘'^)\ Ist a. eine Zahl, die dem ahsoliiten IVerle nach größer ist als 

alle Wurzeln der „charakteristischen'^^ Gleichung von (A), 50 ist lim = 0. 

X — 00 ^ 

Beweis^): Man kann zwei Zahlen b und c derart angeben, daß 
< A < a und u größer als der absolute Betrag sämtlicher 
Wurzeln der Gleichung (B) ist. Alsdann betrachten wir diejenige 
Dificrenzengleichung (n A l)*®"-’ Ordnung 

<^*) r (».,) = 0, (E(ig = — r^^u2), 

welche außer den sämtlichen Lösungen der Gleichung (A) noch die 
Lösung c"'' besitzt, sodaß ihr allgemeines Integral lautet: 

worin co eine -willkürliche „Konstante‘^ und das allgemeine Integral 

1) Die entsprechenclon Eiitwickelungcu von 'Poincare (1. c.) sind daher un- 
richtig. 

2) Perron, 2., § 2, und eine briefliche Mitteilung an den Verf. W. 

3) Poincare, 1. c. 

4) W. (vgl. den ents])rechenden Beweis von Poincare (1. c.) für Differential- 
gleichungen), 

Wallenberg; Lineare Differenz englciciiun gen. 


14 
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von (A) isti). Die zu (A*) gehörige „charakteristische“ Gleichung 
lautet ® 

(^"+ ...^a,:3 + a,) = 0 

und besitzt außer den Wurzeln der Gleichung (B) noch die Wurzel c, 
die dem absoluten Betrage nach größer ist als aUe anderen; folglich 
gilt nach dem Hauptsatze für das allgemeine Integral von (A*) 

die Beziehung hm = c. Für einige Partikularlösungen von (A*) 

kann allerdmgs^ eine Ausnahme von dieser Kegel eintreten, insbeson- 
dere für die Lösungen der Gleichung (A) selber. 

Von einem gewissen Werte der Veränderlichen a; an ist nun 


und daher für x — -j- v (n positive ganze Zahl): 


also 




' ^ I -7 1 ) ^ 

:-A . - . 


folglich ist, da , -- 1 < 1, 


lim l%=0, 


wenn x in ganzzahligen Intervallen wächst.-) 

Diese Beziehung gilt auch für die oben erwähnten Ausnahme- 
lösungen, da eine solche Lösung stets als Differenz zweier nicht ex- 
zeptioneUer Lösungen von (A*) dargestellt werden kann ; sie gilt also 
insbesondere auch für alle Lösungen der Gleichung (A), d. h. es ist 
lim = 0. Q. e. d. 

X = o^ ^ 

Für den Fall, daß alle oder einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, haben Ford^) und Perron*) nach 
verschiedenen Richtungen tiefgehende Untersuchungen angestellt; die- 
selben in extenso wiederzugeben, würde den Rahmen dieses Buches 

1) Vgl. 5. Kap., VI-, es ergibt sich 

~ - , also lim r = c , 

k = 0 

2) Vgl. die Bemerkung i ain Schlüsse des Werkes. 

3) Vordy 1. 4) Perron^ 2., § 3. 
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weit uberschreiteu, doch sollen wenigstens die beiden Haupttheoreme, 
die sich allerdings nur auf ganzzahlige x^O beziehen, ohne Beweis 
hier mitgeteilt werden. 

I. Sat^ von Ford: Wenn in der Differenz engleichimg (A) der 
Foeffizient Qc 0^ n unendlich waelisendoyi x derart 

gegen die Grenze a, Iwnvergiert, daß die Differenz ~ a, von der- 
selben Ordnung unendlich Mein wird wie der Ausdrucl ivo t(x) 

00 

eine solche positive FunUion von x ist, daß die Reihe ^ kon- 
vergiert (z.R + wenn feiner a, + 0 

ist und die Wurzeln a^, a^, . . der Gleichung (B) von einander ver- 
schieden sind, aber alle denselben Modul p haben, so nimmt die cdl- 
gememe Lösung von (A) für ganzzahlige Werte von x, die größer sind 
als eine bestimmte Zahl, die Form an: 




worin Cj, Cg, ..., c„ willkürliche Konstanten sind, ivährend für 

^ '^'on derselben Ordnung unendlich Mein ivird wie der Ausdruck 

00 


Resitzen nicht alle Wurzeln denselben Modul und sind 


•S^ r[xfj_ 

KLi X, 

CTl = X -1- 1 

« 1 , ß,, .. Qi<n) diejenigen, deren Modul den kleinsten Wert q 
hat, so existiert eine RartikularVösung , die für ganzzahlige x oberhalb 
einer gewissen Grenze die Form 


!)x — T- • ■ ■ + Cj«/f 4- 

annimmi. (Sind nicht alle Wurzeln von einander verschieden, so treten 
entsprechende Modifikationen dieses Satzes ein.) 

II. Satz von Perron: Sind q^, q^, . . ., die von einander verschie- 
denen^ absoluten Beträge der Wurzeln der „charakteristischen“ Gleichung 
und ist C; die Anzahl der Wurzeln vom absoluten Betrage (p, wobei 
mehrfache Wurzeln auch ihrer Vielfachheit entsprechend zu zählen sind, 
sodaß + Cg + ■ ■ ■ n ist, so besitzt die Differenzengleichung (A), 

sofern ihr letzter Koeffizient für alle (ganzzahligen nickt negativen) x 
von Kuli verschieden ist, ein P\ndamentalsystem von Integralen , die 
derart in e Klassen zerfallen, daß allgemein für die Integrale der 
Klasse (deren Anzahl gleieh e, ist) und deren lineare Verbindungen 
die Beziehung 

lim sup f ^ I = q. 

X~CX) 

statthat. 


14 "' 
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C. Die Wiirzeln der „charakteristischen“ Gleichung sind zum Teil 
unendlich oder sämtlich gleich DSTull. ^ ) 


Wir betracliten die Differenzengleichung 


(^) Vx + n + ^^Vx+n-l + * • ' + + ^ 1/ x 

worin die Polynome vom Grade pk -"^hid; ist dann kleiner als 

p{k) 

irgendein pj^ (h<in\ so wird lim und daher ini allgemeinen au('h 

1™ — — unendlich groß. In diesem Falle setzen wir^ um di(‘ Ord- 
nung des Unendlichwerdens zu eruieren^ 

■worin die reelle positive Konstante ft so zu hestiiiiinen ist, daß 
lim - endlich bleibt. Dadurch wird die Gleichung ((^ ) transtor- 
miert in 


, :Px 

4- w T" _j_ II, -1 


Än - 10 


’ [(ir+h— 1)(4; + >/— 2;)f 


ho) 


pik) 




worin ist. Die Größe ft muß nun so bestimmt Mau-dcii, 

~^X 

daß die Ausdrücke 


(Kd) 




für X ~ oo alle endlich bleiben, ohne alle gleich jS’uH zu Bein. Ii.-i- 
Grad des Ausdruckes (13) in x ist 

Pk — V, — — 

daher muß für a der kleinste Wert gewähli. weribm, der den I n 
gleiclmngen 

ö-L + 1" n + ,«•/.' 

genügt. Weun man tür ,u gerade diesen hirhiafc.i/ WeH. v\iihli . 
werden alle diese Ungleichungen erfüllt s.nn und mimJe.si.ens ..ine d.n- 
selben wird sich auf eme Gleichung reduzier(.n; .lalun- wenb.n alle 
Aus.hucke (13j für ,r = oo einer endlichen (iiviize, zustrehen, die min 
üesteiis tür einen dieser Ausdrücke nicht gleich Null isl. 


1) Voincarc, 1., H. 208 — -2 3ü, 
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Man kann diesen kleinsten Wert von ^ auf folgende Weise 
graphiscli finden: man markiert alle Punkte, welche als Abszisse k 
und als Ordinate 2h haben; darauf konstruiert man das konvexe, so- 
genannte Newtonsche Polygon, welches alle diese Punkte einschließt; 
diejenige Seite des Polygons, welche im Punkte («, endigt, o-ibt 
dann diiicli ihren Richtungskoeffizienten (^zur nega- 
tiven Richtung der X-Achse) den gewünschten Wert 
von 1.1. 

Beispiel: 

n = 5 , ih = 4 , = P3 = 3 , 2h = Pi = 2h = 2 - 

Die Punkte Ä, B, 0, D, B, F entsprechen bzw. 
den Polynomen B^''\ P^‘‘\ B^'^ P*-*^ pW. ^ip,. 

Richtungskoeffizient der Seite ÄC (gegen die nega- 
tive X-Achse) gibt den gesuchten Wert von «,,'’also hier ,a = -|. 

Ist alsdann c^. die Grenze des Ausdruckes ( 13 ) für a;'= 00, so 
bilde man die Grleichimö* ^ 

Ö 

(D) . . . + 0- 

ist Ci diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche den größten absoluten 
Wert hat, so ist im allgemeinen lim - = c^:, also: 

X=:00 

lim x-‘^' = a, 

./ = 00 y X 

Ist ferner größer als alle (Z; == 0, so sind alle 

Wurzeln der „charakteristischen^^ Gleichung gleich 0, da 

• • • = = 0 

ist. Um auch in diesem Falle das Verhalten des Quotienten ^-—-1 

Vx 

,L — oo ZU ermitteln, muß man wieder nach der oben angegebenen 
Methode den kleinsten Wert vonp aufsuchen, der den Ungleichungen ( 14 ) 
genügt; dieser Wert wird diesmal negativ sein. Setzt man 

yx== 

1) Perron (4. u. 5., Spezialfälle 3., S. 462 u. 469; vgl. Nörlund, 3., S. 16—17) 
liat auch diesen Satz dahin präzisiert, daß jede Polygonseite durch ihren Rich- 
tungskoeffizienten einen Exponenten (z liefert; und zwar gibt die zu jeder Polygon- 
seite gehörige Abszissendifferenz die Anzahl der Partikularlösungen an, die”, ,zu 
dem betreffenden Exponenten a gehören“. (Die Bedeutung dieses Ansdruckes 
möge aus den zitierten Arbeiten von Perron und Nörlund ersehen werden.) In 
dem obigen Beispiel gehören zwei Lösungen zum Exponenten f und drei zum 
Exponenten -1^ . 



Uig. 5 
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SO wird die Gleichung (C) 


man bilde^nun wieder die Gleichung (D): ist dann « die Wurzel vom 
gloßten absoluten Betrage^ so wird im allgemeinen: 


y 

« (,«• ist negativ!). 


D. Der Grenzwert des Quotienten für a; 

y X 

Vertialten der Adjungierten. 

In der Differenzens-leichnno' 


= 

lonate F itnldioneyi von x von gleichem 
ooijI sollen setzen wir 

p^l_„ = = und : 

dann wird dieselbe: 


j. gjX u.v4.t:7 OC 


Da hm g/« = ist, so lautet die „charakteristische“ Gleichung; 
« 0 ^"+ 1 = 0 ; 

ihre Wurzeln sind reziprok zu den Wurzeln der Gleichuuo- (B) 
und es ist: ° ^ 

-- i > ^ > . . . > ^ . 

; ^n-l c^j I 

Daher wird nach dem Satze von Foinrarr im allgemeinen: 


lim 


1 


1) l U. 

2) Allgemeiner können die W in der Umgebung von x == kon^•el•o■ente 
J oteiizreihen vou der Form 


= "x -f 


(/. = 0 , 1 , — 1 ) 


sein. 
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oder 


d. h. 


lim 

;r =z - CK 

lim 


y.r _ ^ 
y.c+1 % 

Vx + l 

y.r 


Geld also x auf der negaiiven reellen Achse ins Unendliche, so hon- 
y 

vergiert der Quotient im allgemeinen gegen die Ideinste Wurzel der 

charaMeristischen Gleichung. (Auch hier treten die früher angegebenen 
Präzisierungen ein; die volle Aufklärung des Sachverhaltes werden 
aber erst die Untersuchungen des lO. Kap ^ UI bringen.) 

Betrachten wir endlich die „Adjungierte'^ zu (A) (3. Kap.^ IV, 
Grl. (6); statt gesetzt): 


X - 

so ist auch hier: 


Ao) 




'x 4- )i ^ X 4- M 


Qc — 2^ . . n\ 


also die charakteristische Gleichung wie vorher: 

+ a, + • ■ • + + 1 == 0 , 

und daher im allgemeinen: 

I • 4- I 1 

lim = — , 

V Ci ^ 

X =: oo X ^1/ 


lim - 


'x-r 1 


II. Anwendungen des JPoinear eschen Satzes. 


A. Approximative Lösung homogener linearer Differenzen- 
gleichungen. ^) 

Es sei vorgelegt die Differenzengleichung 

(^) 2 /.,- + « + ■ ■ • 13 ,^ 2 /., = 0 , 


in Avelchei- die Koeffizienten endlichen Grenzen a^, (h = 0, — 1) 

zustrebeu, wenn x auf der positiven reellen Achse ins Unendliche 
wandert. Die „charakteristische“ Gleichung der Adjungierten von (A): 


(A') 






X 4 - 2 


( 0 ) 

■p V 


= 0 


1) Pincherle^ 7. 
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lautet (nach I, D d. Kap.): 

«0^“ + ■ -f -f 1 =0; 

von ihren Wurzeln o (l' —19 

.b»l„ten Ba,ag .l/.il/aB*«n’be;;t2„ ““ “““ 

I i > I P2 I ^ I P3 I ^ ^ I . 

™ “(AfdirBeita,“' ™“ "“S'“'“™ '»“’S«' 


lim 

'>' = 00 x + v 


■ Pl: 


mlZt des Abschnittes 1, A d. Kap. kann 

man ein Fundamentalsystem von Integralen v v W der 

Gleichung (A') derart auswählen, daß ^ ’ x i > x 


lim --±L±d- 

’' = ~ Lr + v 


»lien wfS ^ ■’ " 

Betrachten wir nun die Gleiehnno- oi- .. t t 

8», d..a,.chu„g(A)«lber„„d!,p_„«_ (t- 1, 2, . , 


W_ X dB ^ 

11 «“'”‘»=-*1» J» ffle.cta,g (A) .) Zwischen 

Jen Funkt.o.cn „f „,d ,»> besieh« «nächst ■) <lie Bezi.hn.gen: 

[ 0^ wenn r n — 1 ^ 

[ 1; wenn r = — 1 ■ 

da sich aber fi/ = 0 1 9 ^ 'bi i i i 

durch (A ’) (^0 ' ' ^ Gleichung (A') linear 

^ x-ri^ • ■ •? ausdrücken läßt mit Koeffizienten^ die 

»f Xm™ -“'ä. “ 


X sT + /■ * .cp .-r -f r 


.T + r 


(1) 


2 = 1 


eine rationale Funktion der micl ihrer sukzessiven Werte: 


1) Xi. Kap-, T, C; 3. Kap, W. 


11. Anwendungen des Poincare sehen Satzes. A. 


217 


( 2 ) 

z. ß. 


-f r\J X > ^ X ^ ■ ? 7 a: * S - 1 ? S - 1 ^ ‘ * 5 ‘ ‘ * ) T 


^ ^ x-^n 


■]) ^ 

+ w - 1 

,,(0) ^ 


X X x + % + 1 

Tc^X 


« (2) , « (1) „ (1) 

-^a; + — 1 I ^ X n — 1 x + n 

' p ^?~1 1 ^ « w " 

•^.Tt-k + 1 -fx + n -t^x+n + l 


, usf.^) 


Da die 2^''^ nur Ton den Koeffizienten der Differenzengleicliung (A) 
abliängen, so ist die Wald des Fundamentalsystems von Integralen 
der Gleicliung (A) und ihrer Adjungierten, mit denen man sich die 
Ausdrücke (1) gebildet denkt, ganz gleichgültig, und lediglich die 
rationalen Ausdrücke (2) sind es, die man wirklich herzustellen hat. 

Aus (1) ergibt sich nun: 


oder 


(3) 




' JJ ^x+v 




-f 1 




''x + 1 




V 


( 1 ) 


+ ■ 


An) 


'■ ' '■ X -f- V 


A-l. 
Al 

^(n) 

{n) ^x + 1 / 
+ 


X + r 


Nach den über die gemachten Voraussetzungen ist aber 


lim 


^x -f r + 1 




= :-i<l, 4 = 2,3,...,«) 


und foldich 


lim 


.,(1) 

N-+, 

.r + 7 

h”4) 




0. (h = 2/d,...,n) 


I) Der tiefere drund dafür, daß die Grüßen Z d) :r= sich durch 

k = l 

die Koeffizienten der Diifercnzengleichung (aV) und deren sukzessive Werte rational 
ausdrücken lassen, liegt darin, daß die Funktionen und kontragrediente 
Systeme bilden (vgl. z B. Aclüesinger, Handbuch der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, Bd. I, S. 64 — 66) und daher bei entsprechenden (reziproken) 
linearen Substitutionen der und invariant bleibt, so daß das Analogon 
des Appc/Zschen Satzes (siehe 4. Kap., J) in Kraft tritt. — Für die rekursorische 
Berechnung der )AJ^ vgl. Tincherlc, (K, 3. Teil. 
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Greht man daher in der Gleichuiig' (^3) 
so erhält man 


zur Grenze für v = oo über^ 


lim 

V = <X) 


u*-) 


(v- 1) 
'x + 




.( 1 ) 


7 


betraclitet man also die Gleichung (3) für genügend große Werte 
von 0 ., so ergibt der Quotient : a(’), welcher nach (2) eine 

rationale Funktion der Koeffizienten von (A) und ihrer sukzessiven 
Werte ist, einen angenäherten Ausdruck für d. h. das 

Partikularintegral ^ der vorgelegten Dilferehengllichung (A) 

ergibt sich a,uf approximativem Wege „durch Quadratur“, d. h. als 
Losung einer homogenen linearen Differenzengleichung mfer Ordnunff.^) 
Sind die insbesondere rationale Funktionen von so ist auch 

+ i rationale Funktion von x (= sodaß 

• 1 . . ^ ~~ ^ 
sich approximativ durch einen Ausdruck von der Form 


^ - ~ — - ----- 

rTv{x — 

darstellen läßt. -j 

Die hier gegebene Lösungsmethode für homogene lineare Diffe- 
renzengleichungen ist analog der BernoulU-Lagranges<,\i,n approxi- 
mativen Auflösung einer algebraischen Gleichung mittels der Quotienten 
zweier aufeinanderfolgender Summen von Wurzelpotenzen. 


B. Lösung Lomogener linearer Differenzengleichungen 
zweiter Ordnung durch Kettenbrüehe. D 

1 die Wurzeln einer quadratischen Gleichiino- 

durch Kettenbriiche dargesteUt hat, kann man auch für die Lösuno- 
einer homogenen linearen Differenzeiigleichuiig zweiter Ordnung “den 

Quotienten + ' in einen Kettenbruch entwickeln: Dividiert man näm- 
lich beide Seiten der Differenzengleichuiig zweiter Ordnung 


+ 2 + ^.r«0+l — ''G- = 0 


L sieht leicht, daß dieses Partikulariutegral die (his auf eine Kor 
stante bestimmte) „ausgezeichnete Lösung“ von (A) ist rycrl. R Qos'i ” 

*2) Ygl. i. Kap., 11, C. 

3) Nörlund, 1. u. 3.; W. 
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durch so erhält man: ^ 




also : 


'■^•+ 1 


+ t __ 1 

X 1 


^x+l + 


U.,, 

■t' T- L 
X r 


' x + L 


'^a; + 5 


^.r + ö “ 


Auf ähnliche Weise hat bereits Gmiß'^) für die hypergeometrische 
Reihe F(^a, y ^ x)^ die ja, wie er in derselben Abhandlung") zeigt, 
als iunktion der Parameter ß, y aufgefaßt, linearen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung genügt, die Quotienten zweier „benach- 
barteh^ Funktionen 


(^1 A 7 A h y) ^ A h 7i ^‘) -FA A ßi 7i 

F{a,ß,y^x) ^ F{a^ß,y,x) ^ ~ ^ 

A {a — 1 , ^ -j- x) F{ci-\- 1, — 1, 7 , x) 

F{ci,ß^y^x) ^ ' F{ccßß,y,x) 

duich Rettenbrüche dargestellt. Fs fehlt aber bei dieser direkten 
Methode der allgemeine Konvergenzbeweis; speziell für die Gaußschen 
Reihen haben Jxicmanfi'^ß Schlömilch^^ u. a. die Konvergenz der un- 
endlichen Kettenbrilche bewiesen. 

Die im folgenden dargelegte Enwickelungsmethode hat den Vor- 
zug, daß sie, von einer Identität ausgehend, gestattet, uuter hin- 
reichend allgemeinen Bedingungen den Beweis für die Konvergenz der 
hier auftretenden Kettenbrüche in verhältnismäßig einfacher Weise zu 
erbringen. Setzt man 


-i- 1 '^k 1- 1> 

Xj, Xf, 2 A- + 1 — 

~ A' -f 1 “ ^'k + 2 




- X 


A 3 


’k 4- 3 


, (7; = l,-2, 3), 


SO ist 


- 0 = 1 , 2 , ...,«- 3 ), 

fl 


1) Gaiiß^ 1., 2. Abschnitt. Nr. 12 — 14. 

2) 1. c., 1. Abschnitt, Nr. 7—11; vgl. 10. Kap., IL 

o) Werke, XXIII, S. 424ff. (2 Aufl. 1892). 4) Algebraische Analysis, § 70. 
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und daher identisch: 


(4) 






Es sei nun die Differenzengleichung zweiter Ordnung 

yx + 2+ PxVx + l + Wx ^ 

gegeben, worin und rationale Punktionen Yon gleichena Zähler- 
und Nennergrade sind, sodaß 


lim ^ lim fa. u, endliche Größen) 

x= ±00 x=±oo 


ist, und es möge die „charakteristische'' Gleichung 

(ö) = 0 

Wurzeln von ungleichem absoluten Betrage besitzen: | e: | ^ 'ßh 
und ^ zwei Fundamentallösungen der Gleichung (5), 

so ist^) : 


Px = 




Setzt 


man mm 


so Yurd 


'^x - 1^2 ^x Ux ±^yx 

V _ (2) Ul) ? 

y X Ux +1 Vx yx±i 

y^'hv^l.-y^Uy^^U 


•U 4 - L - 2 

yv^i- -- 2 


U4-/_l 

Ur S- ]: - 2 P.v f A- - 1 ’ 


daher ergibt sich, wenn noch n + 2 an Stelle von n gesetzt wird 


r,-l = 


^^x^nJi+\ Vr + /U.T4-i 1 

i/f’ — vP „yP ’ 


e Kjaedebrokfunktions Teori, Ti.lskr, Tor Matb. ,2.. 

2) 2. Kap., ni. 
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und folglich aus (4): 


0) = 




. ^/(2) ^Ai) 

y x-^-lV x-\- I 




y 4) y {-) — y (2) (1) 

^ X J X 4 - 71 Ux Ux 4 - ; 


Px — 


^Jx 1 - 1 


4- 2 
>.4-' 2 


Px^n-^2 


Die 1 echte Seite dieser Identität enthält nur die Koeffizienten der 
Gleichung (5) und deren sukzessive Werte, ist also von der_Wahl 
dei Fundamentallösungeii vA vA unabhängig. Wir denken 
uns nun und so gewählt, daß 

V 4) nj (2) 


« = “= 2/i + , 


w = =« - 

wird, was nach hlr. I, A dieses Kap. stets möglich ist; dann ist 


lim 


,4) 


( 1 ) 


VUn^-l y^n^l 


und daher 




y. 


r4) 

x-r 71 


< 1, 


v^} 

lim = 0. 


Folglich wird für n = <x> der unendliche Kettenbruch 


K 


, 1 ! 

(1) yx-\-i 


y. 


( 2 ) 


Ganz analog findet man^ wenn wieder und zwei Fundamental- 
lösungen der Gleichung (5) sind, die Identität: 


A-)' ?/ 4^ 7 / 4j — 'Z/ 4^ 7 / ('f 

t8'i yx-n yx Vx-n 

^ ^ 7/4) -7/4) 7 / GO 

Ar 4-1 yx- n AcH-I Ar-r/ 


P.r-^ 


Pr.-.2 — 


yx~i 

^x~2 


Px 


Ar -. 4 

Px-7^ 


y^^ so wählen, daß 


Nun kann man nach Nr. I, D dieses Kap. die Lösungen yf und 


lim 


(:)) 


1 1 ^4) 

Ü 1 !• y X — n—1. 

- v?L. ~ ..'"lar 


1) die sogenannte ,, ausgezeichnete Lösung“, ist Lis auf eine ,, Kon- 

stante“ bestimmt (vgl. den Schluß von I, A dieses Kapitels). 


222 9. Kap. Verhalten der Lösungen ii. h ini rnt nciHchen 

wird; dann ist 


lind folglich 


lim 


Vx « - I _ Vx / 1 


lim 


Vs 

.'/ 1 ‘ 


Daher wird für u n<D der uuf'ndliehe Kct-feuhriich 


K 


, . < ID 


Für x=-oo wird /ho“" 


Vr 


if., , 


limiq^^ = ß und folglich Ihn /D'-D. ; denn < Jleidiung ,71 lieCeri. 

für:r=oo die bekannte Kettenln-iu-licnl.wiekliing (hn- klcinen-n Wurzel 
der quadratischen Gleichung (0) und infolgedessen Glriduing iSi „iit 
beliebiger Annäherung die Kettenbruebentwi.-klung d.-s tv/inr.dien 
Wertes ihrer griißeren Wurzf;!. Daraus ei-gil.l sieb glei.-lizeiti..-, daß 


y/. 


Vj.V, 1/ 

foj niclit idDiit i.si'li gloicli ''ind, 

'Vr 


/C" und 1 : A'*"’, 

sodaß und yj'“ sich nicht durch eine bloße „Koiisiaiite" uuler 
scheiden. Die beiden für alle (reidleii; ,r konvergeuteu Kef jenbrüehe 
/C und A , ’ (w r.-,- oo) ergidicn also luitlels „(hnulraf in- di,, beiden 

Dundamentallösungen und ///' der 1 hlbTenzengleiehiing (ö,. 
Uber die Verallgenieiiuuung dieses Kesulfates vgl, I. und 


I 'aier.'-iiehungeii Xr. |, \ u„d , 
f für die Losungen einer lioniogeiien linearen Diireren/en 
gleicbung, deren Ko.d'lizieriten für ,r ^ endliel,,. (Jn-n/uerie be-dzee 
und allgemeiner einer Diireren/,en.d,.i,duin..- 




worin 


Pr 


dH’ (lit* \\ ur/t'ln 


konvergente oder asymtdoti.sehe - Le.lien o„d. 
der „eharaktensti.seheu“ (ibdeliiing v ersebie.lene absuluie \\b.,ie 1,.- 

1 ) Born, 1 . 

-) Über diesen Ue^Tür \<rl_ /,, I !> ‘-('Dliib i r ' 


i l H-;j 
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und bei Beschränkung auf positive ganzzahlige a; — asymptotische, 
nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Potenzreihen aufo-estellt 
Wir werden indessen - für den FaU, daß die Koeffizienten rAonale 
Funktionen (vgl. die Anmerkung zu I, A dieses Kap.) oder konvergente 
Fakultätenreihen sind — die Falultätenreilien vorziehen, welche dem 
Wesen der Differenzengleichungen angemessener zu sein scheinen, 
indem ihre Koeffizienten sich leichter berechnen lassen, welche ferner 
die Beschränkung der Variabilität von a; unnötig machen und endlich 
unter Umständen wirklich konvergieren (vgl. 10. Kap., III und IV); 
durch diese Entwickelungen wird gleichzeitig der Poiiicaresche Satz 
in dem Falle rationaler Koeffizienten eine strengere Begründuno“ 
und Präzisierung (vgl. den ersten Perrow sehen Satz in Nr. I, A) 
erfahren. ^ 



Zehntes Kapitel. 

Iiitesration der linearen Biflerenzengleictangen 
durcli 

Emldhmg: Die Potenzreihe, ^as sonstjo^allm^chti^^^ 

der Analysis, versagt im ersichtlichen Gründen: 

Differenzengleichnngen, und zwar au wissen Umgebung 

Wenn eine Potenzreihe 9ß(a;) auch . • g i 2, ...) nicht zu 

^on ^. = 0 konvergiert, so braucht pC^I/^XJ’ieDifferenzen- 

konvergieren, sodaß ein dire 'tes nnse selbst, wenn man 

gleichung ini allgemeinen unm g , , p^j^i^tion darstellt, also in 

".«6, <1.6 W) .i»* fß & m W 

der ganzen Ebene konvergie ^ -i v vf^cj ’F'insetzeii der Reibe m 

f n, C), so «Ult ™io 

die Differenzengleicbung n -r^j . iranni-pn* und wenn diese aucb 
chungen mit unendlich 

durcb die Untersucbuugen von , - zugänglicb gemacht 

über unendliche jtate entweder nicht einfach genug 

.vorden sind, so sind doch im allgemeinen 

oder überhaupt unbrauchbai, ^ indireU, d. h. aus anderen Dai- 

nicht konvergieren. agegmi jjj^.g„j.aidarsteUungeii und den spater 

:nte\r«enS^ 

dev n«n <toi6, <l»ß ™ «“ 6"” 

der Differenzengleichung 


( 1 ) 




d TU eine Potenzreihe aufstellen, so könnte man die Glei- 

So^ (1) '>”* ■*“ " 

-'ÖTlWese« «»'»' 

vlexe Werte zugelassen. 

■2) -J.. Kap., II, C. 


Einleitung. 

transformieren; setzt man dann 

^0 ^ C2 ■ 
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an^ so ergibt sich 




oc ^ 

' 2 "’’^' (0-1, «_,-o), 

r=0 ^ 


(r = 0, 1, 2, . . .) 


also das G-leichungssystera 


ö,. = 0 (r: 

k = 0 


0 , 2 ,...). 


Nimmt mau von den zunächst nur die ersten n + 1 Glieder und 
schreibt die ersten n \ Gleichungen hiu^ so erhält man für li n-. 


worin 


D., = 


7) (-^ + 1) 

p — 

^ n ’ 

L 1 1 . 


— 1 (^) 

\i/ \l/ U 

“ 0 0 

>0 


0 0 


0 0 0 0 


' ! 

Oi 

O' 

o; 

oi 


ist und aus D„ dadurch hervorgeht, daß in an Stelle der 

Qc+ 1)*“ Kolonne die Kolonne^ 1, 0, 0, 0, . . ., 0 gesetzt wird (ins- 
besondere wird c„ = *■ ^ ^ j man würde also die in 

der unpraktikablen Form 

n(i + i) 

Ci = lim 0 

= oQ n 

erhalten. Benutzt mau dagegen z. B. die Integraldarstellung 


00 

Qix) =y 1) 


1) Ygl. 5. Kap., II, Beispiel. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleicliungen. 
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SO ergibt die Taylor Entwickelung: 



Andere Beispiele für die Umwandlung der Lösungen linearer Diffe- 
renzengleicbungen in Potenzreiben werden an geeigneten Stellen folgen. 

An Stelle der Potenzreihen treten bei der Darstellung der Lösuno-en 
linearer Differenzen gleich ungen andere Entwickelungen: insbesondere 
sind es die bereits von Stirling^), später von Binet^)^ Schlömilcli^) u. a.^ 
in neuerer Zeit von Jensen^), Bincherh'^), Nielsen^) und Landau^) be- 
handelten Faltidtätenreihen von der Form 

die hier die wichtigste Bolle spielen^ was unter anderem schon daraus 
erhellt^ daß in vielen Fällen, wo die (nach fallenden Potenzen von x 
fortschreitende) Potenzreihe asymptotisch diven/iert^ die entsprechende 
Fakultätenreihe konvergiert. Die Fakultätenreihen sind hauptsächlich 
dadurch ausgezeichnet, daß sie, wenn sie für == konvergent sind, 
auch für jedes x = konvergieren, für welches 9t 
sodaß ihr Konvergenzgebiet eine Halbebene ist, die links durch eine 
Gerade = >l begrenzt wird^) (mit Ausschluß der Punkte 0, — 1, 

— 2, . . .). Eine Fakultätenreihe ist in einer gewissen Umgebung 

jeder (von 0, — 1, — 2, . verschiedenen) Stelle im Innern ihrer 

Konvergenzhalbebene gleichmäßig konvergej]t sie stellt daher nach 
einem Satze von Welerstraß^'^) in ihrer Konvergenzhalbebene eine mit 
eventueller Ausnahme der Punkte 0, — 1, — 2, . . . (die dann einfache 
Pole sind) reguläre analytische Funktion dar und darf dort beliebig 
oft gliedweise differentiiert werden. 

Die Fakultätenreihen sind aufs engste verwandt mit den Inte- 
gralen von der Form 

1 

9.(x) j dty 

0 

1) Stirling, 1. 2) Binet, 1. 3) Schlömildi, 1. 

4) Jensen, 1., 2., 3. 5) Pinclierle, 10., 11., 12. 

6) Kielten, 1., 2., 3, 7) Landait, 2. 

8) bedeutet „reeller Teil von 

9) Den einfachsten Beweis dieses Satzes siehe bei Landau, 2., Satz I 
S. 157 ff. 

10) Landau, 2., Satz II, S. 101. 

11) Zur Funktionenlehre, Berlin. Ber. 1880, 723 — 726. 

12) Land fu, 2., Satz III, S. 164. 


Einleituno-, 
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die besonders ausführlich behandelt worden sind; beide 

Au^lrucke können unter gewissen Bedingungen ineinander übergeführt 
r einer Funktion durch eine Fakultäten- 

1 e IS ein euig . h. wenn zwei Fakultätenreihen einander oleich 
sind so müssen die Koeffizienten der einzelnen Fakultäten einander 
gleich sein, oder noch anders ausgedrückt; die Fakultätenreihen erg- 
statten keine iSTnllentwickelnng. ^ 

Außer den Fakultäteiireihen kommen für die Darstellung der 
osungen linearer Difierenzengleichungen zunächst noch in Betracht 

oo 

die Parti.lbn.chieil,e„ der For». 

Darstellung eine eindeutige. Für die ‘'Umwandlung dieser I.e.den 
Keihenarten in einander gelten die elementaren Formeln: 


(3) ' 

und umgekehrt: 

(4) 


X 


1 

+ 1) 


/• = 0 


(-uk) 1 

■> \r/x + r’ 


1 = /u y (-ly _ 1 

X k ■ (/; _ ,•) ! + if 

r =: 0 


1-erner sind zur Darstellung der Lösungen geeignet die Binomial- 
reihen ^ welche ebenso wie die Fakultätenreihen eine 

71 = 0 

Konyergenzhalbebene besitzen'^); jedoch gestatten diese Reihen eine 
JNullentwickelung, wie das einfache Beispiel 


0 - (1 - 1)-: = 2 (_ i)n ^ ^ 

n = 0 

zeigt/') _ Aus dem Integral ß(;r) erhält man eine Binomialreihe 

X l 

mittels der Formel [1 _ (1 ^ l)’' (1 e, 

Endlich sind noch die hypergeoraetrischen Reihen von Wichtig- 
ei ^'‘eRhe Potenzreihen, Fakultätenreihen und Binomialreihen in 
sich enthalten, insbesondere die schon Mder bekannte, von Gauß, 

1) IHncIterle 13.; wg\ Landau, 2., § 7, und Nielsen, 8„ S. 115 ff. 

) Ltelsen, 3., S. 23i)fi. ;i) Nielsen, 3., S. 238 

4 Landaii, 2., § 5. 5) Vgl. Nielsen, 3., S. 127 

b) IStelsen^ 8., § 49 uud § 96, Satz IX. 
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Kummer xm^LlÜemam naeli allen Richtungen durchforschte fraM/Ssche 
Seihe 


F(ti, ß, y, a;j = 1 


1 • 7 


X + 


a{a 1) p(/^_+ 1) 2 

1-2 ^ rV+i)'^ 


in welcher x gewöhnlich die Rolle eines Parameters spielen wird. Ihr 
Zusammenhang mit der Gammafunktion wird durch die von (hmß 
gefundene Formel') 




F{ci, ß, y, 1) = f(c'., ß, y) = 


r(r — «) r(7 


ß) 

ß) 


— a — ß)>0) 


vermittelt, welche sich am einfachsten aus der .EfRerschen Integral- 
darsteUung®) 


J'(«, ß. r , »=) - 


dt 


für X ^ 1 ergibt^); wenn die Formel für das sogenannte ^^erste Euler- 
sehe IntegraF^^) 

1 

(6) (Üi(;»>0, 5R((7)>0) 

0 


ZU Hilfe genommen wird. Von den übrigen zahlreichen Eigenschaften 
der sehen Reihe werden diejenigen, welche wir für unsere Zwecken 
gebrauchen, an der betreffenden Stelle angegeben werden. 


I. Lineare Differenzen gleichuugen erster Ordnung. 

In diesem Abschnitt sollen hauptsächlich solche linearen Diffe- 
reiizengleichungen erster Ordnung behandelt werden, die mit der 
Theorie der Gammafmiktion in Zusammenhang stehen, insbesondere 
auch nicht homogene Gleichungen. Während aber von den meistoii 
in der Theorie der Gammafunktion auftretenden Funktionen, z. B. den 
Funktionen P{x) und Q{x)j naturgemäß erst nachträglich gezeigt zu 
werden pflegt, daß dieselben lineare Differenzengleichungen befriedigen 

1) Gauß, 1. 

2) Gauß, 1., Nr. *24; für komplexe a, ß, y Weierstraß, 1. 

3) Euler, 2b., Bd. 2 (1769), (1827), 230fF.; Kummer, 1., S. Idslf., 2., ö. 214; 
vgl. Nielsen, B., § 65. 

4) Auf diesem Wege hat Kummer (1., S. 138 9'.) die Gaußache hornud 
F {(X, ß, y, 1) hergeleitet. 

5) Euler, 2b., Bd. 1 , 213—247; Bd. 4, 78—354. Legendre, 1. Einen ganz 
kurzen Beweis für die Formel (6) gaben JacoU (Jour, für Math. 11, 307) xirid 
JDiriclüet (Werke, Bd. 1 , 398); vgl. Nielsen, 3, § 60. 

6) Siehe z. B. die Arbeiten von Mellin, 1., 2., 3.; Nielsen, 3., § 9. 
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L Lineare Düferenzengleichungen erster Ordnung. A. 

'fL wir hier^ soweit es irgend mÖgdich ist^, umgekehrt die Reihen- 
iiikelungen für diese Funktionen direkt aus den Differenzen- 
^ungen herleiten, denen sie genügen. Soweit dies nicht möglich 
werden wir für die Ableitung der Resultate in der Regel auf die 
yerweisen, um den Umfang dieses Abschnittes nicht gar zu 
^uszudehnen; denn die Mannigfaltigkeit der Entwickelungen ist, 
<rir sehen werden, überraschend groß. 

A. Homogene G-leiehungen. 

( . Gleiclnmgen mit linearen Koeffizienten: 

+ (cx + d)ij^= 0 ^: 

iDen können durch eine einfache Transformation (vgi. 2.) auf 
o:rm 

X — a 

+ y:c 

c^ht werden. Ihre allgemeine Lösung lautet: 

r (x — oc) . . 

Vx— ^''>X ri;a;) ■ (^'h + 1 = 5 

ist auch 

_ r (1) r {x — Ci) 

^artikularlösung. Setzt man nun in Formel (5) der Einleitung 
Kap. 7 == 1, y~-ß==l— ßz=:x^ so wird: 

k ----- 0 

i = l und - C _ ■ (a:-/,) 

\ IC J 1 • 2 ' • - 

Vir haben also für eine Fartikularlösung unserer Differenzen- 
xng eine Binomialreihe gewonnen; dieselbe konvergiert für 
a) > 0 . 

• Gleichungen mit (jiiadratisclien KoeffzienierGf' 

(x^ ~\- X + aG ^ ^ = c +\ x + b.f) . 

eine Substitution x x -j- d kann zum Verschwinden ge- 
werden; dann lautet die Gleichung, wenn wieder x statt x 
Leben wird: 

{x — a){x — /i) ^^=‘Cx{x-^d) y : 

!:eht durcli die Transformation y,^=^ (fu^ über in 

/i) x{x d~ chju^^, 

)F. 2) TF. 
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Wir betrachten nun den Fall d. b. r/ = - («+/3); dann 

lautet die allgemeine Lösunou 


r (ir) r — £z — d) R 


xY{x'-a)rlx-^ 


darin ist 


f{cc,ß,x) = 27 .; 




k\o^ 


eine Fakultätenreilie in konvergent für ^(^x — a — ß) :> 0. 
Für /3=1^ X = ^ 1 ergibt sich 


also 


f(a 1 « _L 1-) r(^ +i)r(z~ a) ^ j -1^ „w 

r(z)r(z a+l) g — a ’ 


1 Gf*'0 

^ — CC ^1 ^0 i> 0) ; 


das ist die SUrlingsohe Fakultätenreihe für 2 ). Durch Q; — 1)- 

mahge Differentiahon nach erhält man noch für u = 0 die ebenfalls 
otvrkng (1,^ S. 11) angehörige Entwickelung: 

zV ^ ^ 7 

s=p 

oder für ^ = x — cc: 

(x-.r ^2 

Darm bedeuten die CJ die sogenannten „Fakultätenkoeffizienten 
vom Fange .s' oder „Stirlmg sehen Zahlen erster Art“; sie sind für 

r>0 die Summen der ("p') möglichen Produkte mit rOerschiedenen 

Faktoren, welche man ans den Zahlen 0, 1, 2, . . ,s- 1 wählen kann, 

wahrend stets (7/= 1 ist (vgl. Nielsen, 3., § 2ö). 

^ In ähnlicher Weise lassen sich die allgemeinen Differenzen- 
gleichungeu erster Ordnung 

{X ~ß,) ■ ■ . (x- /3 J ^ = a{x~a,) (x - a,) ■ ■ ■ {x~ uj «/,, , 

(5) Kapitels. 

o) btlülvg, 1.., S. 12, 4o; vgl. Nielsen, 3., S 77 


[. Lineare Difi’erenzengleichungen erster Ordnung. B. 
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deren allgemeine Lösung nach dem 1. Kap., II, C die Form 

,, ^ „X r(a; — K,) r(a: — a.'i ■ 

r {X - ft) r(a: - /L) t . . f(x - 

besitzt, unter gewissen Bedingungen für die Größen c:,. und ß,. durch 
hypergeometrische Reihen höherer Ordnung integrieren ft; doch gehen 
wir nicht näher darauf ein, da noch keine j'^i'äzisen Üntersuchungs- 
resultate vorliegen. 


B. Vollständige Gleiehungen. 

yx+i — !/x= l 


Oü 

(formale Lösung: ^ ~ -- ^ divergentV 

Ä= 0 

Eine Partikularlösung ist (1. Kap., 11, 0): 


worin 


^ ( 1 2 + T + ■ • • + « - logn) = 0,5772156649 . . . 

die Euley s(ih.e Konstante bedeutet; diese Partialbruchreihe für 
konvergiert für jeden endlichen Wert von x mit Ausnahme der Punkte 
= 0, — 1, — 2, . . vrelche einfache Pole mit dem Residuum — 1 
sind. — Die yd“' Ableitung von Y(a;), genügt der Differenzen- 

aleichuno' 


1 “. 

und es ist; 


Vxi-L -:a-=(-i)’' 


X|/(k)(^) = ly^T- 1 ^ 

,v = 0 


{X -f .S-/' ' 


daher ergibt die Taylor ^ q\\q Entwickelung die Potenzreilie: 

00 

'h (1 + ?;) = ^ (— !)'■ a;'- - 1 ( a; < 1) , 


:l) Einen Ansatz dazu findet man z. B. bei Pincherle, 

2) Die Funktion V (.t) ist zuerst von Gauß ( 1 ., FTr. 30 — 37) eingehend unter- 
sucht worden; übrigens setzt Gauß 


d X d X 

Nielsen, §§ 1 — 0 u. 14, insbesondere auch die Literaturangaben. 
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worin 


und 


= C' = lim - log )*] 


(^ = 2; 3, 4,...) 

k=:l 

ist. — Wir erwähnen ferner die Binomialreihe von Stern^): 




i = 0 


Aus der Potenzreihe für Y(l+^) ergibt sich durch Integration, 
da log r (1) — log 1=0 ist^ 


logr(l+^)=^(-l)'--*fa;'- ix\<r) 

r=l 

als Lösung der DiJSPerenzengleichung 

+ 1 ~ ~ log (1 + ^). 

Auch hier existiert eine Binomialreihe^ die von herrilhrtr 


logr(l+a;)=^ gjA^-Mogl = 


- 1 ) 


log* 2 


+ 4 .^2% - 2 log 2) + 


-dieselbe konvergiert für 91 (iz) > (). 
Mit Benutzung der Formel 


¥(1 — ; 2 ;) — ¥ (x) = 7C ctg 

sowie der Differenzengleichung 1 ., der V(a;) genügt, kann man cii(‘ 
Potenzreihe für in die konvergentere 


Vd + a;) = ® ctg 7CX — ^ . 




1) „Zur Theorie der Hule, sehen Integrale“, Göttinger Studien 1S47 ö ;■!<) 

der Glkhrf2 eSt l’artikuladösung 

uer urieicnnng z. ergibt sich leicht, wenn man für Incy ri ü-oA at,, , i 

Interpolationsformel mit dem CaueJiyschen Restglied (s. B. Seli>ram/f 2 ''kn) 

ansefat und beachtet, daß y^ = ^log(i+*) i,t (pg,). 

3) Siehe die UnlerBche Formel, J. Kap.^ II, C 
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I. Lineare Differenzengleichnngen erster Ordnung. B. 
umformen ^), und mit Rücksictt darauf, daß 

1 = 1 + H ( x < 1) 

ist, in die nocli rascher konTergierende Reihe 


tg TCX 


1 — 


2 + 

= 0 

Daraus ergibt sich wieder durch Integration die Reihe: 


2r + l 




welche für | < 2 konvergiert. 
Aus der Integraldarstellung 


CO 

log r (x) =y ( ® (di (X) > 0) , 

0 

welche auch die vorher erwähnte Hermite^oh^ Binomialreihe liefert^ 
ergibt sich die merkwürdige Kummer ^ q}xq Reihe^): 


loc 


3 g r(x) — xj (^C log 2) d- (1 — ^) logjr — log sin 7 t x 

00 

, 1 log n . 

i- > sin 2n7tx , 

7t ^ - 1 n ^ 

n — t 

welche tür 0<d.?z<Cl güt^ während die Integraldarstelluiig von Kinet^): 
n (x) -- log r (x) - (x—~'j log X + X- log 
V 1 

= / /. .1. i_l,V~''\7/= Cd _ 1 1 

J [e‘-i t ^ 2 ) t ” l-i~iogV logt 

zu der Darstellung durch eine Faknltätenreihe 

00 

F == dl)« = (^ H- 1) (* + 2) ■ . . (.X + Z:.)) 


1) kür das Folgende vgl. Nielsen, § 14. 2) Legcndre, 1., S 505 

3) Plana, Mem. de Turin, 24 (1820); Binet, 1., S. 261; Malmsien, Jonrn 
für Matli. 35, 74 (1847); vgl. JSielsen^ 3,_, § 73. 

4) Kummer, 3.; Schlömilcli, 1., 255—256; vgl. Nielsen, 3., § 77. 

5i Binet, J., S. 240. 
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1 

^1. + 1) (i6 + 2) ■ . . {u 7; _ 1 ) (2 u ~ 1) du, 


w^orin 


z. B. 


r ^ ~ ^ ^ 227 

1 6’ ^2-^3’ ^S=fiO’ '60 


isti). Diese Eeihe komergkrt für 9i(a;) > 0 und ist daher der he- 
kannten SUrhng^ohm Potenzreihe 






(2 s - 1 - 1 ) (2 5 ^ 2 ) 


worin die Koeffizienten die UemoulUschen Zahlen bedeuten, Tor- 
zuziehen, welche für w = oo divergiert und g{x) nur asymptotisch dar- 
stellt, in dem Sinne, daß 


lim x\- 


"• :[i(x) ] = 0 


ist für — < ö < + ;r {x = • x e®’) =<). 

Zusammenhänge mit der Differeiizengleichuno- 
die Gleichuno; ® 


g 1 . steht 


3 . 


Ih+i w 7/a,= 


Hier können wir direkt eine Partialhruchreihe ansetzen: 

».“ XD ' 

.v = 0 

und wir erhalten für die Koeffizienten a die Gleichungen: 

«0=1, + i = 0 (.5 = 0, 1, 2, ...), 


also: 


\) Bmet\ c ; vgl. Schlmiilch, 1., S. 259-260; H 7hi!tocZ;er, Modem Analysis 
(Cambridge 1902), S. 189; Nielsen, 3., g 114 . 

‘i) Sterling 1, S. 135; vgl. Nielsen, 3., § 79. Das Zeichen bedeutet 
asymptotisch gleiche Diese Reihe ergibt sich aus der Enlerschen Summen 

KM 2k ’ = 2n., Kap. VI, 159; ygl. 

3) Die.se Definition der asymptotischen Darstellung einer Punktion rührt 
>on Poincare her (Acta Math. 8, 297 (1886)). 
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und somit als Partikularlösung die mit Ausnahme der einfachen Pole 
X = — 1} — 2, ... bedingt konvergente Partialbruchreihe 


ßix)=^ 


Ö 

(~P'' 1 

iT -j- .9 




welche der BediiiOTüö- 

O o 


.s-= 0 


lim ßfx) = 0 

9v (x) — 00 


genügt: die allgemeine Lösung lautet: = ß(^x). 

Die h unktioii ß^x) ist nahe verwandt mit der Punktion 
mit der sie vermöge der Gleichungen 1 . und i. durch die Relation 




verbunden ist. Die Taylor sehe Reibe ergibt die Potenzreihen- 
ent Wickelung 

/ 3(1 -i-x) = ^ (— { x \ <C l) ^ 


r = l 


worin 






k = l 

ist; auch hier lassen sich wie bei ^ (l + x) rascher konvergierende 
Potenzreihen aufstellen (vgl. Nielsen, 3.^ § 14). 

Etwas allgemeiner ist die Dilferenzengleichung 

Vx+i— Konstante). 

Hiei eigibt derselbe Ansatz wie bei 3. die Partialbruchreihe 

00 

a 

.9 = 0 

welche mit Ausnahme der einfachen Pole == 0^ — ^ ... für 

die endlichen Werte von x unbedingt konvergiert, falls a << 1 ist* 
die allgemeine Lösung lautet 

yx= co/r-^+ '>/,;“)• 

Die im 4. Kap., 11, 8. Beispiel^ gegebene Integraldarstellung einer 
.Partikularlösung der Gleichung 4 . : 

I 1 

= - ctj \ ( a, < 1, 91(a)>0) 

0 o" 


1) Stirling, 1., S. *27: Xielsen, § 5, § 14; IV. 


2 ) W. 
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führt einerseits mit Itücksicdii auf 

1 ^ ai ' ft-i' 


1 ut 


durch gliedweise Integration zu der ulngen Part iaihruclireihe, sodah 
¥.r= Vx hier w 0) istP, andererMurs tiundi v\ iedcn-hcHt* partielle 

Integration zu der Fakultätenreilie 


y/.r 


.r • ^ i 

: 0 


welche für alle endliclnm x mit Aus/uihme der einfachen Pole 
X = 0^ 2, . . . unbedingt konvergiert, falls 


ist-). 


(( 

ri 1 


1. (i. h. ))i „ 


l^ür a--— erhält iriüii die l'iinktioii 

"w ir 


" . 1 ' “I, Ho 


.X ■ 1 

I 


X - X’ 


ist und die rakulfätenreilKi liir 1 ) di.r, 1 nur i.c.lia.jt, lu,- [ 

dao-egen unhediugi konvergierl. Für u ! erhii It ' nun dir vnrl..-r 

iietraehtete Funktion /F,r., fiür \M>iriir -j.-li ,,, 1 , 11 ! ,iic I''akult;ii.u)r.Mlie 


1 < 






ergilit, (hV sclion iS7o7/’;o/‘ fH-kaoiif v. ai 
Pislicr Iialaui \\ ir nur eicfu . t dl 
erster Ordnung Ixdrachtft , Ihu t.-ou'. 
sta,ni,e Kdadli/j'cntcn Im-siI/!; i 

Lösurigvii solclnu’ (dm'chunove .. ;..r 
die KoeHizienten drr . 

ii<>(di die I hdiand { mm’ (h*>' linoiM*..--!. ^ 


t a ntiazj'ii 

1 I,, 

d< jedoe^o'u 

0 a ' M ‘0 1 


i u n‘t i.« >n 


> ' ^ t f ‘ t ] t 

f - . I ‘ 

' j 1 ' 1 1 < 

■ ! • VAW ad 

drr 

Cr- 

a :.i' - [jrn , 


* c ' t ( u ‘ 

so. a 

; . ' - ^ - n wo 


iiacdiliolen, die erst an du -er Si*dit 
H(dl)(ui isi ja die f‘unktn>u I , 


^ r**f. 


^1'; Ae/.S. 

«A A^/’/.sv'e. n., CU). 

■t ' S , 

Xiclsr)/, 
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Differenzen gieichungen von fundamentaler Bedeutung ist und für die 
wir bereits im ersten Kapitel (II, 0) eine Integraldarstellung und eine 
Darstellung durch ein unendliches Produkt angegeben haben; aber 
gerade die Reihenentwickelung der Gammafanktion bietet eigentüm- 
liche Schwierigkeiten dar, während nach Ponnel (5) der Einleitung 
dieses Kapitels (vgl. auch I, A, 1. und 2.) gewisse Produkte von 
Gammafunktionen durch elegante hypergeoinetrische Reihen dargestellt 
■werden können. Zunächst ergibt sich aus der ilme^schen Entwicke- 
lung von fi{x) in eine Pakultätenreihe (dieses Kapitell, B, 2., S. 233); 

r{x)=y27ix^ ^ e (3i(,r)>0'). 

Um zu einer Potenzreihe für r(l+(r): 

r (1 + x) = C(, + CjX + + ■ ■ ■ (1 a; , < 1) 

zu gelangen, benutzen wir die Reihe für (dieser Abschnitt 

B, 1.): 

¥ (1 -b a;) = — -f 6-2 a.’ — «3 x^ -f s^x^ — ■ ■ • ; 

die Identität 

r'(l+a;) = r(l+a')¥(l+a;) 
liefert nämlich für die c„ die Rekursionsformel 


(w = 0, 1,2,...), 

r = 0 

welche in Verbindung mit dem Anfangsw'ert Co= 1 die sukzessive 
Berechnung der c,^ gestattet^). 

Für die Koeffizienten der beständig konvergenten Potenzreihe®) 

r(j V.r) “ Zo + D * + + Zs«'’ d 

findet man durch Multiplikation mit der Reihe für r(l-fa;) die Be- 
ziehungen 

71 

Zo=l; (« = 1,2,3,,..), 

;- = 0 

und aus der Identität 

d 1 __ __ 

(ixV{i~\-x') r(i-f-dc) 


1) 

2) 


Nielsen, 3., § 15. 


1 

r(i+'^) 


ist eine ganze transzendente Funktion (vgl. 1, Kap., II, C). 
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die Rekursionsformel 

n 

r — 0 

liidejiendente Ausdrücke für die Koeffizienten und in einfacher 
I'niiH sind bis jetzt nicht bekiinnt; man vergleiche wegen derselben 
AVf4vv/, 3., s 15 u. § 16, wo man auch die vollständige Literatur 
üui*!- iliesen (legenstand angegeben findet. 

Die ^\ahle biatur der Gammafunktion tritt aber erst dureb ihre 
Zerlegung in die Funktionen P{x) und Q(x) (vgl. 1. Kap., II, C) 
nenor, und es ist das Verdienst von Prym^), zuerst die funktionen- 
theoretische Bedeutung von P{x) und Q{x) für die Gammafunktion 
^largestellt zu haben. Diese beiden Funktionen genügen nun eben- 
wlis mchthomogeneii linearen Differenzengleichungen, denen wir ums 
jetzt zuwenden. 

- 1.®) 

Ide torniale Lö.sung lautet nach dem 8. Kap., V: 

Worin C3,. eine wiUkürliche „Konstante^' ist. 

Wii setzen zunächst eine Fakultätenreihe an: 


y = y 


dann ist 


k = i 




i. = o 




'araus ergibt .sich mit Rücksicht auf 5. : 

« 1 = 1 , 0 (,^.= 1^9 

== = ^^3 = ' • • = 1 . 

1; ^"^cJdomilch, Zeitschr für llafli t, pi o- 

I ft,». r t’; 

3 ' IL: Tgl. Pnjm, 1. - Scheefer, 1. ’ ^ ’ 
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Eine Partikularlösung ron 5. lautet also: 
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k = i 


in der ganzen (endlichen) Ebene gültig mit Ausnahme der einfachen 
^ ^ ^ 7 1; 2^ und datier die allgemeine Lösung“; 

Aus 5. ergibt sich noch 


also 


nun ist aber 


folglich 


_ H{x) _ 1 

r(:r -f- 1) r (a*) r {cc + 1) ^ 

r(^+h2) ” r {x) r(x+s) ’ 


.y= 1 


jb:{x) 

r(x) 


oc 

r(a:-|-s) ' 


5 = 1 


lim f;!L\- = 0; 
« = « r {x + n) ^ 


ist die P.rtikul»- 

losung H(x) eindeutig bestimmt^ da aus 


nx + n) - ^ 


sofoit CD^, _0^ d. h. H(x) folgt. 

Sodann setzen wir eine Partialbruchreilie an: 


also 


k=l 

oo 

= ^ A’ = 0 A:=:l ' 

» 00 

k=0 k=l 

«x-i + ka, =,0 (]i^i^2, 3,...), ^ a, = 1 . 


/t = 0 
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Aii^ der ersten dieser Gleicliungen ergibt sich 


o 




“ Te l 

und dann aus der zweiten Gleichung 

00 

«0 - = 1; d. h. 1 , a„ = c. 

0 

Eine Partikularldsung von o. lautet also: 

k=^0 

in der ganzen Ebene gültig mit Ausnahme der einfachen Polo 
■■■'■} darin ist JP(x) die oben erwähnte Punktion, 
die mit r(:r) sämtliche Pole und deren Eesiduen gemeinHam liai, 
(vgl. 1. Kap., II, C). Mittels der ümwandlungsformol (3) dieses Ali 
Schnittes zeigt man leicht, daß 

R(x) = eF{x)^) 

ist. Die beiden direkt aus der Differenzengleichung 5. gewouinnion 
Entwickelungen für P{x), die Fakultätenreihe c-^y .^ und die 


Ä = 1 

h\ a;-!-/;’ ®^o®ben sich auch aus der Integral- 

/t = 0 


Partialhruchreihe y 20" ^ 

darstellung^J 

1 

P{x) = (mix) > 0 ) 

ü 

bei 4 l"”! ^ Integration in iilmlidier Woiec ,vi,. 




P(*) 


^ r (tr + 1) ® r (4 + “.r ^ (®in + 1 = «n:) 'O i 

genauer folgt aus unseren Entwickelungen: 

oo 

y U 

^ + ^) V {x) ^ ■ 

1,- P(xj gelber gefügt der Differenzengleicbung y _ 

’ S. ^ 3 . 4 ) Vgl’, muualcer, 1 . c. S. 177 . 
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Die ganze transzendente Funktion Q{x) = 7 (x) - P(r) o-enücrt 
der ganz ähnlichen Differenzengleichnno' ^ ; tr. 0 

O ö 

Vx + i ~ xy^ = 

und ist durch diese und die Grenzbedincruno- 

lim _ 1 

T‘’ bi'tol äie«Iben ScWrig- 

kalten wie die der Gammafunktion selber; die ans ihrer Differenzen 

fere(f)^rw'‘^-t(‘“ “»■ 

gleichiingen’'''^’“^ allgemeineren Differenzen- 

?/x+i — + e-"^- a 7 

behandeln die man zunächst durch die Substitution y .-=.-"rr-i. 
auf die einfacheren Gleichungen 






zuruckfubrt; die ihnen genügenden Funktionen 

a. 

. * 00 

P„ {x) =J e -' ' dt und (x) ') 

(J\{x)==P(x), (,k(,r) = r^>{.r)) 

Sind besonders Ton HermiteJ) untersucht worden P (x\ i -v- 
Legendre^)- es ergibt sich: ’ 


Pa{x) 


■ e~^ a 


'‘2 

S ~1 






^ sl x~\~s' 

.V = 0 


Fül hat Hei mite (1. c. • Ygl. JSfieZsen Sö r i i 

be„„keu„erte E„twiekeh„g gegeben: SetJt „if*' 


a -H n -L I 




a + 11 

so ergibt sich aus dem Integralausdruck für 

+ Q.i + 02 -!- Q.-i + • • •. 

. 3 ) Serctefde’ falctl integraT 

siehe bei hielsen, 3., §§ 9 — 13 ^ 3 q gg ^ 'Ii® weitere Literatur 

W a U 6 u b 0 r g : lineare Difforcnaenglcichungen 

“ ■ 16 
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iJiii das Teilintegral umznformen^ setzt man a-j- n -j- ' = /; dann iV>lgi 

1 

+ / e-gl-f-? 

J \ a-j- 71 J 

0 

Entwickelt man nun unter den Voraussetzungen ^a-\-n\ >1^ 3t > (j 

(füi w = 0;1^2^...) den Ausdruck (^1 + nach dem Binom ial- 

Satze und integriert gliedweise, so erhält man: 


+ ny~^ e ~' + 

.s = 0 


E(^ + l ) 
—j— tC^ 


(«- 0 , 1 , 2 ,...)^ 


Durch Einsetzen dieser Ausdrücke ergibt sich für Q(x) eine Boprx'l- 
reihe, deren einzelne Horizontal- und Vertikalreihen unter den obigen 
oraussetzungen me Potenzreiben konvergieren^ sodaß man diescllx' 

nach den Binomialkoeffizienten ordnen darf; setzt man dabcr 

zur Abkürzung 

cc 

(^) = ^ e~ (a + ry ~ \ 


so entsteht die Formel von Eermite: 

Qai^) I\n + l)Ryx~n) iy " y . 

darin ist nach Obigem 


Pin ■ 


CO 

■0 = 1 Vv, 


nl 


(a-f s-f i)! 


= n! 


12 ’!) 


i -2- 0 




1)-- ^ ^ . ,x _ 1 , 

Ti = 0 ' ^ \ n J ^ 

worin Rix) = B^x) und 



e " V (— l/w! 

1 )!’ 

5=0 


n! 


e V 

(n - 

5 = 0 


■iT 

- V) ! 


(- 1 )«) 
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I. Lineare Eitfereiizengleichungen erster Ordnung. B. 
Mellin^) hat die allgemeine Difierenzengleichimo- 

s{x) 


Ij = I ^^' + 1 ___ s{x) 

r{x) r{x) ~~ r{x) 


s {x + 1) 


+ 




lisf. 


r {x) r {x + i j ^ r (x) r{x~\- l ) ' 

Die Torhegende Differenzengleichung wird daher forraeU durch die Eeihe 

eo 

S(x) = V «(a; + r) 

^ ' r (m) . . - rix -)- v') 

befriedigt, welche unter gewissen Bedingungen für r(.f) und s(x) kon 
vergmrt. Lm zu einem abschließenden Resultat J o-elauimi be 
schranken wir uns auf den von Lindhagen^) behandelten Ralf:' ’ ' 


6 . 




+ 1 


xy^=-Ii{x), 


worin R(«) eine ganze rationale .Punktion rd«» Grades in r ist »1 
Zunächst kann man nach der im R n a ist J. 

durch die Substitution ‘ ^ angegebenen Methode 

Vx ~ G-(x) -f- , 

worin ö(^) eine ganze rationale Funktion («-1)1™' Grades in r iuf 

^'^+1 (<^ Konstante) ; 

dieselbe besitzt nach 5, die Lösun«- 

f!) 

%= ~ ael\x), 

sodaß die allgemeine Lösung von 6. die Form bat; 

y, = riß) + G(x) ~ a e F{x), ^ . 

Schreibt man die Funktion li(_x) in der interpolatoriscben Porm 


worin 




M a, = Al- J?(0) = ^ 


^ (-iyOR(/c-rj 


r = 0 


1) Melhn^ 8. 2) Lindhagen^ 3.« 45fr Tf^ 

) ewtom InterpolatioBsforndel; siehe’z. Sdiwemo/f 2.^ S. 6. 

16 * 
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i,-r, and setzt auch G(x) in dieser Form an: 

A'==0 

HO wird 

7 / — 1 n 

A=0 A=1 

also 

71 

+ li - Crix) == 2 (^ ) , iK = ^-1 = 0). 

k = 0 

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten (l) (* = «, »^-1, ..., 1) 
auf beiden Seiten der Gleichung 6.^ d. h. der Gleichung 
G(x + l)-x G(x) + ö = B(x), 
erhält man für die bf. das Gleichungssysteui 

h-h-i = ai- ß- = n, 1- \=0), 

aas welchem sich 

n 

= (/- = 0, 1, 2, ..., w-1) 

? = k -r 1 

und daher 



t = 0 


ergibt. 

gelangt. 


Auf anderem Wege ist Jensen\} zu dieser eleganten I^dsuno- 


II. Hypergeometrisclie Differenzeugleichnngeii zweiter Ordnung. 

1 Differenzengieichungen verstehen wir dieienitron 

.velcbe durch die Ga^sche hypergeometnsche Reihe integriert veC 
A-onr.en. Dieselben besitzen die Gestalt 

' -■^^4+2 + + (ü + Eh + = 0^) 

1; (Tensen^ 3., S. 60: vo-1 IVi^Jqpy) Q « t 

die unahh^ngig. fe. 

'f ^gb 9. Kap.^ A., ADmerkuno«. 
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gebracht werden; die umgekehrte Transformation, durch welche die 

Orleicliung (2) m (1) übergeführt wird, wird später genau angeo-eben 
werde}!. ^ ^ 

Es gibt mehrere Wege, um hier zu ßeihenentwickelungen für 

gelangen. Zunächst hat Boole^) 
mit Hilfe seiner symbolischen Methoden durch direkte Ansätze Heilien 
hergeleitet; doch fehlt durchweg die Untersuchung ihrer Konvergenz 
un es werden nur einzelne EäUe angegeben, wo die Reihen endlich 
sind, d. h. nach einer endlichen Anzahl von Gliedern abbreehen 

Der zweite Weg geht von der Gleichung (2) ans, die ja eine 
LaplaceBche Differenzengleichung {8. Kap., I) ist, und führt über die 
Dai-stellung ihrer Lösungen durch Uu/ersche Integrale von der in der 
Emleitimg zu diesem Abschnitt angegebenen Form. Diesen We-- hat 
mit Erfolg zuerst (1869) Thomae^) beschritten; er gelangt von den 
Bulerschm Integralen zunächst zur sehen /'-Eunktioir') und 

von dieser zu der Gaw^schen Reihe; nach ihm liaben .später (1904) 
\\eh¥) und Barnes denselben Weg verfolgt, ^ 

und natürlichste Weg, der von der Gleichung (1) aus- 

, , „ ^ Beziehungen zwischen drei be- 

nachbarten Funktionen (series contiguae) aufgestellt: 

(3) {y~2cc~{ß~a)x)lX^, ß, r , .«) + cc(l-~.x)K(a-l-l,ß, y, x) 

- (y— a)W(a-l, ß, y, x) = 0 «), 

(4 ) r - 7-1- (2 7-.^,3^,7) l-V,, A 7, *) + (7- «) (7 ft 7 

- ? ( 7 — 1)(1— a;) F(u, ß, y—1 , x) 0 7), 

( .)) y (y -fl) Jy (0;^ __(yy^Y) (y— (ß ß _j_ __j_ j ^ 

- {a+l)(ßy.l)x{l—x) F(a + 2,ß + 2, y + 2,x) -- 0 "). 

11 , Beziehungen stellen aber nichts andere.s dar als lineare 

fuUetiri G Funktion r'r) 

7 etaßt als Funktion ihrer ersten drei Elemente, während r 'ils Är , 

- - -S; 

' ^ ')) müßte man sich anl das zicni 

1) Boole, 1. (Deutsche Ausgabe), S igiü- 

Y) !f,, 7 ., Gl [,7J. aßlt PI' 
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lieh umständliclie Transformationsproblem einlasseu. Wir zitdien es 
daher Yor^ die Methode von Heymann^) zu befolgen^ welche die von 
Gauß, Fiiemann und Kummer^) gewonnenen Resultate für unseren 
Zweck nutzbar macht und so auf dem kürzesten Wege zum Ziel führt. 

Wir gehen aus von der ebenfalls schon Euler bekannten (faaß- 
sehen Differentialgleichung, der die hvpergeometrische Reihe F(a, /i, y, u - 
genügt^ nämlich: 

(6) x(l-x)y"^ [y-.[a-\-ß + l)x\y'~ccßtj==0- 

aus dieser folgt durch /i-malige DiflFerentiation nach x: 


(7) x{l-x)y(’' + ^) + [{l — 2x)h + y — {a + ß+l)x\y('‘ + ') 

— (k d- A) (ß + h) if'-) = 0, 

und diese Gleichmig, in welcher von jetzt ab h die uiiabliängigo, 
abhängige Veränderliche sein soll, bezeichnen wir als 
^ormalform der hypergeometrischen Differeuzengleichimg zweiter Ord- 
nung. Allerdings ist li seiner Natur nach zunächst als ganze positive 
.zahl TO rauszusetzen; doch werden wir uns bald von dieser iiescliriin 
^etrachten überhaupt diesen DiffereiitiationsprozeÜ 
lediglich als heuristisches Prinzip, um zu Lösungen <ler DillVrenzen- 

werde™°^° ^ ^ gelangefo die dann nacliträglicb vorifizieri 

Nach der sehen Transformatioiistheori<. gibt es 24 I n (e..-,-, I ■ 

formen, _ welche der Gleichung (6) genügen; docl.^sind' von df".' 

immer je vier einander gleich, sodaß wir nur s.ml.s 1 iaupllösun-o.,, 
anzugeben haben, nämlich: 


( th “ ß, 7, X), 

l/o = F(a, ß^ a-j~ ß — p d- 1, 1 _ ^ 

*/s = x ~‘^ f (^ k , ß - y d- 1; « — /5 d- 1, ti - 
I % = x-‘^ F(^ß, ß — 1 j _ 

Daraus gehen mit Eücksicht auf die Formel 

ß, 7, x) C6 ß 

dx ~ y 1; ß-ß p 


I, ./'l 


1) Seymann, 1.^ S. 299ff‘; 3 . 

G'awA 1., 2. Ted (Nachlaß): Kummer, 1.; Kmnanyx I. 


- X). 
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durch A -malige Differentiatiou folgende sechs Hanptlösungen der 
U liier enzengleicliung (7) hervor: 




(/o _ 


r(a+ h) r(ß+/ ^) . y ^ ^ ^ 

^ ^ r(c^ + /5 — ^^~l~ ß~2^ + 1 + 1 ■ 

= (- 1 )'■ x-''V{y-l+l,)F{a~Y + l,ß-y+i^2^y- h, x ) , 

0! /Y '\~ I /? .. I 7 . \ TiT/^ ^ 


■x), 


(1 X) ''^{^ + ß — Y + h)F{Y-c(,y-ß,y-a-ß+l~h,l~x), 

Vö^ ’ = 1)^' x ~ ''' r (« -f- Ä) F^a K — y+l, cc~ ßF 1, — j , 

[yß"^ = (~ 1)" r(^ -1- Ä) -f Ä, /3 - J. + ly _ ^ ^ .Ij . 

Die periodischen Integrations-„ Konstanten“ und sonstio-e Kon- 
stanten, die von den ersteren aufgenommen werden können, sind fort- 
gelassen worden (dabei ist zu beachten, daß h die unabhängige Variable 

ist); etwaige in den Gammafunktionen 
r uftretende (emfachej Pole der Losungen können durch Multiplikation 
mt geeigneten periodischen Funktionen beseitigt werden z B hei dmi 
Losungen y^') und durch Multiplikation mit 

sin 2x{aFli) ■ sin 27t{ßFF). 

Setzt mm nun diese auf heuristischem Wege gefundenen Lösungen 

n die Nonna gleichung (7) ein, so ergeben sich nach einer nahe- 

Buchstabenvermderung gerade die Gaußschen idenf.m-hr.n 

Beziehungen (3) (4), (o) zwischen den „benachbarhm“ Funktionen 

Ir 7" (7 (4) oder (3), je nachdem man 

tmi- / 77 •'« kann datr 

7 1 jede beliebige reeUe oder komplexe Zahl bedeuten. 

Viill man smitliche 24 Integralformen haben, die Kummer in dor 
itierteii Abhandlyg aufgestellt hat, so braucht man nur die sechs 
ntegrale unter (9) mittels der Identität 

L (n, 'b, e, x) = (1 ~ xY F{c _ a, c - ö, r, x) 

mzuformen; auf die nun vorhandenen 12 Integrale wendi^ man d-inn 
le bekannte .jKu.hrsche Transformationsformel 

/'’(«, d, c, a;) = (1-x)-- F{a, c-b,c, ^ 

Id Bd- jeden Wert der Variablen k 

lei Parameter o, ß, - a; passende Lösungen der Vormalform (7)- 
sbesondere wird man auch leicht die Fälle erkennen, in denen die 
isungen rational bzw. algebraisch werden 
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Um nun die Differenzengleicliung (1) auf die Normalform (7) zu 
bringen, erteile man ihr zunächst die Form 

’ + 2 + + 1 - (« + Ä) (ß + h) = 0 . 

nie bubstitution wo q eine noch zu bestimmende Konstante 

ist, ergibt dann: 

+ (fi + ch)Qy,^^^ — (« + h){ß -f h)yf^ = 0, 
und diese Gleichung fällt mit der Normalform (7) zusammen, wenn 
ao-=x{l—x), Iq ^ y (^cc-]r ß +l)x, cp 1 2x 


ist; hieraus folgt: 


~ ' 2 ^ 7 = ^? + (« + /i + 1 ) , 7 ', 


y^a-j-c- 

wodurch alle Parameter bestimmt sind. 

Das Wurzelzeichen in dem Ausdruck für p bringt in die Trans- 
k.mation eine Zweideutigkeit hinein, die sich leicht^ beseitiaen läßt 

posT m olnT" bzw. ( 10 ) znnrchst 

positivem p m die Normaltorm ^ 

so kann man auf diese Gleichuno- die Transformof;.-, 

wenden: für diese ist: -^lansfoimation von neuem an- 

= -f 1 oder — 1 

-*■ ; 

7 = 7i oder cc + ß~y^j^i^ 


X = X, 


oder 


1 


-^1- 


Paran«, ;"‘!h d,.- 

geometrische K.rhem g.«age„, wlfe „ci p( 
gierch“: 



r^a 


■ h) 


oder 


(-l)W(l ' 


1 } Der Zusammenhang 
aureh die .EuZersche Formel 


dieser beiden ,, 

r(a;) r(l-_a;) = 


l<omplementären“ «ubstitulionen wirtJ 
sm;ra; JJ, (Jj hergestoJJt. 
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zu der eben behandelten Gleichung (10). Die Gleichuno- 

Ö 

(A + Bh + + (!) + + Fv,^ = 0 

endlich wird durch die Substitution /j = — t —2 v = ?/ iii einp 
Gleichung Ton der Dorm (1) transformiert. ’ ift 

Äusnahmefälle^y. Die Zurückfülirung der Gleichung (1) bzw. (IO) 
auf die Jsormalform (7) ist in einigen Fällen nicht möglich ins- 

mrte ergebem’ Y unendliche 

_ Transformation versagt z. B., wenn 4a. F c- = ü also 

p- oo und daher auch 7=00 ist. Um diesen Fall zu erledigen 
substituiere man in die hformalform (7) sowie in die fünfti und 
sechste Losung unter (9): 

.V/, = r , 

und gehe darauf zur Grenze über; dann erhält man 

~ ^ % + 2 + \ l~ 2 lh~{a + ß+ + 

Gleichung (101 wenn 

falls^ (« + d i' lU 4''?n gebracht' werden, 
lans ^« + d -T- 1 je - 2ö + 0 ist; man findet nämlich 


derselben genügt; 


2h ~ (a y ß -j- i)c-’ 


(“ + ^ + 1)«-- 2h ’ 


’//, ( 1)'' I '' r (a + /i) F(^ci+//, a — j/ + U « — d -1- 1 , j 

y ro 

= (~iy'i~''r(a + h)[l— F + ^'' iZ^, (c+A)(a' + A..fl) i 

L a~ß+l 1! j- 

lautet die Diflerenzengleichung (10): ' ’ 


4 + ' 2 <^ + ß + l + 


0: 


dieselbe geht durch die Substitution 


/ c V 

l uj "4 iu die 


Gleichunar 

O 

jP=Jh+2 - (ß + d + 1 + 2A)vb,.|.i + (« + ^)(d + A)i(, 0, 


1) Hey manu, I,, I. c. 


2 ) W. 



10. Iia}>. Integration der linearen Differenzengleicliungen durch Reihen, 
welche die beiden Lösunofen 

o 


und w® = r (/J + Ä) 


besitzt Es ist nämlicii symboliscii 

i>^qr = bq^), 


ivonn 


C ^ + 1 — (ß -I- h) u,^ und R = u,^ + i— {ß -h'li)u,, 


d. h. 


Jst, sodaß die Gleicbung P = 0 dureb die Lösungen von Q = 0 und 

P = 0 befriedigt wird. - Ist ^ = «, so lautet unsere Differenzen- 
gleich ung 

p = «;.+2 - (2« + 1 + 21i)u,^^ -f- {a+hyu, = 0, 

und es ist symboliscli 

R^QQ^Q^. 

Jhe, di. eieichung P _ 0 .„nächst die Lösung you 

V -= - (a -f- h)u,^ = 0, nämlicb ® 

“h = r(ß-b/C; 

ferner-) die Lösung ron (J~u, ,~(a4-'IAo, rr i /\ i •<■ 
o I-- "a + 1 = r(ß-j-A)^ also-*) 

'b,' ^ = r (« + b) v(a -f- 7^) = r Yß -h k), ( ^>(;R n= ■' ) 

\erscbwindet in (1) der Koeffizipnt 7 / cc • j 
endlich oroß und an SIpIIo n m • u - ; so wird cc bzw. ß u/i- 

„lon, und an btelle der Gleicbung (10) tritt die folgeiule: 

+ C + - (« + 70^, = 0. 

Sirst f Ä- «WcLung 

:::: : rr; 

en-M. für 3 l’Vi-ll'r,,, emführt niid dam, 

1... p _ o„ „„ergeht Die „e„e fcmalform lautet, 

t YY+2 h ~ - (ß + 7Cr/, = 0, 

5;nd es ergibt sieb p = .^ e 
-Losungen sind* 


v = ®+^^. r 

c ’ Q‘i > die ^ugeliöi'igen 


4; 1. Kap.^ Th C 


2) 3. Kap.^ VI. 



III, Ditferenzengleichungen beliebiger Ordniin<T. 


1 ( 1 } r (oi + h) _ / 

^ ^ r(j. + A_ fi-7+1, 2-y-Ji^ l'j . 

dieselben konvergieren für jedes endliche h ^ 

toBn,I.ch be,™„. ,4t' t 

hh+s + (r + ^^)vn+i — 1 ? 7 ,, = 0 , 

V/,+2 — l'i/j + i — (« + A)’?/. = 0. 

höherer Ordnung findet man ebfnfaüs bei 

beliebiger Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten: Asymptotische Darstellung ihrer Lösungen duL 
^KUlttUeiinoriiialreilien. 

In diesem Abschnitte müssen wir einicres aus dpr Tl-iani.’ 

z'T'be- voranssetzenf man findet das Nötte 

1?;^ n' die Theorie der linearen DiffeiS 

„ eichungen, oder Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen 
.Differentialgleichungen, 1 . Band. J-iuearen 

Es möge die -Differenzengleichuno- 

^ ^ ^ -hw + -f- . - . _j_ p^(xy(^i,^^ = 0 -) 

t'S’ tit .i..; ™. 

wenn ’O, 

.lr,__A'P(-i-,) (,._ 0,1,2,...,,,) 

1) Nörlund, 3., 4.; vgl. Galhrun, 1. 

Ml«.? ■“ M, a„ Al. 

;l) Vgb *'■ Kap., I; Pincherle, 1. und 1»; jyfelKn, 2.; Brajtzew, 3. 
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(2) % = ^v{t) dt , 

worin der Integrationsweg noch genauer angegeben werden wird. 
Durch partielle Integration ergibt sich 

t^v(t)—J" Vv{t) dt, 

und wir müssen die Integrationsgrenzen so wählen ^ daß für diese 
Werte von t das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet. Durch 
nochmalige partielle Integration erhält man dann 

x{x + l)u^ = - V' + ^vit) +ft-^^v'\t)dt usf, 

und daher allgemein 

x{x+ 1) • • • (rr + Ä;— l)u^ = (--ly j dt , 

vorausgesetzt^ daß die Integrationsgrenzen so gewählt worden sind^ 
daß für diese Werte von t 

wird. Ebenso ergibt sich 

(x + '>’) (^ + ^" + 1 ) • ’ (x r -j- Je- — ~ (- - '^yj ^ 1 iX') (I I ^ 

(Z: = l, r = 0, 1, ;/,), 

vorausgesetzt^ daß an den Integrationsgrenzen 

(3) + it) = 0 (/C = 0, 1, 2, . . - 1 ; r = 0, 1, 2, . n) 

ist. 'Wendet man jetzt die Transformation (2) aaf die Gleichung fl) 
an, so findet man, daß v(i) der Differentialgleichung 

0) QpXi - -L + ■ ■ 

Q,{t)(~t)v'{t)+ Q,{t:)v{t)^Q 

genügen muß, worin 

Q/J) = -j- Gj t + • • ■ + t” 

1 i 

ist. Diese Differentialgleichung gehört zur Fuchs^etheii Klasse wenn 
wii voi aussetzen, daß die Wurzeln der .^charakteristischen^^^ 

Gleichung“) ■ 

(o) (t) = C'o^ -f ■ ■ + ( i" = 0 ( C'o^ + 0 , 4= 0) 

von einander verschieden sind: wir denken sie uns so geordnet, daß 

1) Vgl. Heffter] Kap. 15. oder Sclilesivgcr, Kr. 02. 

2) Vgl. 9. Kap., I, A. 
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der ganzen Ebene ^^bestimmt^L 


m 


" singulären Stellen sind außer 0 

und ^ die Wurzeln a^, a„ der „cliarakteristischen“ Gleichnno- 

In der Umgebung des Punktes t = 0 existieren Integrale von 
von der Form wo eine in der Umgebung des Punktes 0 

holomorphe Funktion ist^ während 


0 sind; wir ordnen dieselben 


— <^1; — . 

die Wurzeln der Gleichung jP„(x) = 
so, daß 

^ ^ > 91 («^) 

ist. Wenn einige dieser Wurzeln sich um ganze Zahlen unterscheiden 
hzw. einander gleich sind, so werden in dem allgemeinen Integral 
Logarithmen auftreten. ^ 

von P^^riktes f = oo existieren p Integralreihen 




welche für hinreichend große Werte von t konvergieren. Die Ev- 

sTsrdaß ü; wir ordnen 

9i O/i) ^ 91 (rsl > 91 (j^3) ^ ^ 91 ) . 

Was endlich die singulären Punkte a. (i^ 1 2, n) aubetrifff 

dl w gehörige _ determinierende Gleich ung=*) 

Zahl sSifkann ’cv’ ' beliebige komphke 

Zahl sein kann die wir zunächst als nicht ganzzahlig voraussetzen 

Das allgemeine Integral von (4) hat dann die Form 

^°”wtr holomor))!) sind. 

degm,§en (3) genügen mOsee..: Wie eiehe,. S.,e gerade Liaie "m 0 

r„ “',i ? ““ -"»!>» 0 aad „ ti L nahe 

7 ^ Mittelpunkt beschriebener Kreis dio' dnrc]i 

«; £ia« rdeeerei£g:r:ttt:Ltti^^^ r’”;:;, t““ 


J’ T» T j_Jiju.it; von O Ois U A kfbi 

^ le Bedingungen (8) erfiiUt sein, wenn 910 + «^) >0 ist. 


Es wird 


^ ’ ^Mesinger, Kap. 3 und 4. 
J 1 Kap.^ Hr. 7; Schlesinger, Hr. 45 . 
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dann mit Berücksichtigung des Gauchy^oh&xi Satzes^ welcher hesagf., 
daß das über einen geschlossenen Weg erstreckte Integral (dinn* 
holomorphen Funktion gleich Null ist^ eine Lösung der Diflerenzen 
gleich ung (1): 


,.{x) - tyoflt) dt, 


worin auch (p.it) eine in der Umgebung von a^ holomorphe Funktion 
i^t. Integriert man in dieser Weise um jeden der singulären Ihnikt«' 
0 ^ 1 »? • • •; SO erhält man n Integrale der Grleichung (^1 ); v\ ir 
\veiden später zeigen^ daß zwischen ihnen keine homogene lineare 
lelation mit ,,konstanten^^ Koeffizienten besteht. Diese Interrrnli^ 
ge ten iiberaU in einer Halbebene rechts von der zur reellen Aclisi' 

= «P, wo diejenige Wurzel von 

U ist, welche den größten reellen Teil besitzt 

reelle nLrve'V'*f untersuchen wie sich n, (= u(^)) für sehr große 
r die positive Werte von a; verhält. Zu diesem Zwecke teilen wir 
den ln egraüonsweg m drei Teile: 1) die Strecke von 0 bis b 

ikrrac-hten terst "^*®^^"®'^benden Integrale mit Zj, IC und IC; ^vir 

A 

=Jt^-^v(t)dt. 

0 

h> d/ der ßlodul des größten Wertes den r'drld lö., •• i 
.es anmmmt, dann ist für genügend große po.sitive 

KC<M\hC+-p , 

:md da /i, < . ist, so wird 

linia.— nr*^ + .“+U K- n 


u:r alle endlichen Werte von n 7 v 

rm »dann de. y.,lX“ ™„ ? . 


gloße X zu unier.siiclie 


Ul -X>(7)fX 


"■ 

” S'oDe Werte rd.,-|-,. , ,, 

kdeX“ r,« a d«) „d ,i„ p.yr 

.i; = =o \itj ■“ ’ *'"■ jede;.. 
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währenf sich i^dei^ Positive Zahl zwischen 0 und 1 ist 
von der Form Umgehung des Punktes 1 in eine Eeihe 

"^0+ (1 — t) -j- yl fl _ A3_|_ I W /-i 

; -T t) _j_ __ 

entwickeln läßt, welche für il — 1 ' <r „ Vr. • r 

ist (.. _ 1 - ,). wi, „Olts,. -<> i ^ 

lim + r 

. = tc r(.r) 

zu bestimmen suchen; wenn wir • v 

so wird ^ ^ obige Reihe entwickeln, 

1 

s 

■ ■ + A.J ■(->(! ~ty*-dt +jV\i-tyK,jt. 

SsiT ““*■ ““ ß'«“» » b.sli„„e„, daß fta 

U.l<f 

mrf*); danB ist m dem inlerraa e < t < 1 (al,o 0 < 1 _ ( < 

1 — - 1 . 

Wir betrachten jetzt das Integral ^ 

1 

s 

»• -.Bm’e det 

odaß z. B, für rfa;) yK{x)>Q) 

0 

! '"(«e si): ^ r(w)s) 

«•ils'S: S ®- a«. der F,n.kS„„a,.te (Berlin 

2) Das Gleichheitszeichen gilt nur für v = 0 . 
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ist: 

P 




Da r < p ist; kann man die endliche Zahl m so groß wählen^ daß 
für alle Werte von x: 


r(^ + /5'+ 1), 


V{x) 

also wegen (8) erst recht 


P! < 


r{x + ß + i) p ', ^ A 

r(^) ^ j ^ 3 

wird; worin ö eine beliebig vorgegebene positive Größe ist. 
Aus (7) erhält man nun-): 

1 5 

*r - Ä,f = - Ajü-yi - tydt +2 


k = i 


worin 


y,-Äjü-yi-~ty^^dt: 

f 

also, da nach Formel (6) der Einleitung dieses Kapitels 
jt (1 C' r(a:+(J+i) 


ist, 


( 10 ) |'■^^M^-A^(/ 3 +l)i^A ^+2 


rw 


+ 


r(«+iH-i) 

r(x) 




worin 


.Y = 1 Ao f t-’-'-yi - 0'^’ di 

0 

gesetzt wurde. Nun ist aber; wenn £<(?<!: 

/ 1 - ty 1 di < 6^'- \l] (1 - 0' I 

b b 

und daher für ein genügend großes x: 

^ (vgl. S. 254; Anmerkung 2). 


1) Vgl. Formel (6) der Einleitung dieaes Kapitels; es ist nämlich offenbar 


JL ^ 

P j dt < l‘ — tF; dt- 


2) ir. 


Ferner ist 
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1 

e.l<i.J.|-yV'-(i -(}'•« -n, 

n ^ 


also 

daher köunei: wir as' so groß wählen, daß 

i -CO+?+i) f) '' ^ s 

f{x) i ! 3 ,„ 

ist, Wit baljm iranmelir m und * s„ kestimmt, daß 

'-‘^-‘i’-Ariß + i, <i 

wird; folglid. ist, d. d bdiabig Hab. angenommen wenden tan. 

ün.e*bn;“t°si:frnte;.n^ «• 

/iTj t-'=-'^v{i)dt, 

K 

erstreckt über den durch h o-ehenden 17, -«ic „r., r . 

g.b..g de, Pnnttes », hattet« & fZ " 

v(t) = 

Ä - / r- ■(», - As y (0 d( _ (1 ^ eSa.AjyV-- ,y. 

Wird i = aß gesetzt, so erhält man 

1 

hj 

(tf 

Ilso mit Berücksichtigung des Grenzwertes (12): 

.r™ '* 'tyy ^ 7 C = (1 - « A p 

eranlLSe:- £ü?eTiulTe^:if f 

w »11 b .. t b r o. : Bifferentenglotchunoen. ' ^ j 
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Nun war 


also ergibt sicli epdlicb mit Rücksicbt auf (6). 

ria;) 

lim = (1 — + 1)«,'''-^* ' 

Wir haben zwar bei der Herleitung dieses Resultates vorausgesetzt, 
daß iR(A)> - 1 ist, es gilt aber auch für 1; denn wenn 

K„ hinreichend oft partiell integriert, so führt die Untersuchung von 
K^_ auf Integrale von der Form 


(x — 2) f.r-rj-i/j 

((3 + l)((3+2).--(^ + 2)J 


— ty^ + 1 dt, 


WO nunmehr i)i(/l, +g')> — 1 ist- 

integriert man auf dieselbe Weise um jeden der singulären 

Punkte so erhält man w Lösungen uf 1, 2, . . .,jw) 

der Differenzen gleichung (1), welche sich für große reelle positive 
Werte von x asymptotisch wie 

c^u;' (c, Konstanten; i= 1,2, ...,«) 


verhalten.^) Dieselben sind linear unabhängig, wenn ai!>la 2 !>"->i«„ 
ist; denn angenommen, es bestände eine Relation von der Form 






+ öf,"' uf 


= 0 , 


worin die periodische Funktionen von der Periode 1 sind, so 

setzen wir x A v an SteUe von a;, worin v eine ganze Zahl bedeutet, 
sodaß 03 =co^,*'’ ist und die Relation jetzt folgendermaßen lautet; 

.V + T ^ 


Wir dividieren nun diese Gleichung durch a^^'(x-\-v) und 

lassen darauf v unendlich groß werden; dann folgt mit Berücksich- 
tigung der obigen asymptotischen Werte für alle x mit etwaiger Aus- 
nahme diskreter Punkte = 0, wo eine von Kuli verschiedene 

Konstante ist, also identisch sodaß in der fraglichen 

Relation das erste Glied unterdrückt werden kann. Dividiert man 
dieselbe dann durch (x + v )' und läßt wieder v unendlich 


1) Ygl. den Ansdruck für V (x) im 10. Kax3., I, B, S. 237. 

2) Dabei schließen wir solche periodischen Funktionen ans, die nur an 
diskreten Stellen von Null verschieden sind. 
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“r'’ = 0; ebenso zeigt man, daß auch cof^^O, ... 

W ~i Beweis gilt auch noch, wenn mehrere 

\urzein a, der „charaktenstischen“ Gleichung gleichen absoluten Be- 
rag haben (ohne einander gleich zu sein), falls nur die zugehörigen 
Exponenten ß. verschiedene reelle Teile besitzen; denn ist z. B. 


% i = , 




so können wir sie uns so geordnet denken, daß 

ist, und dann die obige Schlußweise anwenden. 

angegebenen Integrationsweges hätte mau 
uch den folgenden wählen können: es sei c, ein Punkt des kleinen 

Gerade L, die sich bis ms Unendliche erstreckt und durch keinen 
singulären Punkt hmdurchgeht, und integrieren von co längs L bis c 
uichlaufen die Peripherie des Kreises um u, und gehen dann wieder 

lenü^t deTniJ T’ definiertes Integral 

dS Halbehene UnJes von der 

!a p'yA A - bestimmten Geraden, worin g diejenige Wurzel 

sind kleinsten reellen Teil ' besitzt: dann 

sind namheh die Bedingungen (3) erfüUt. Durch dieselbe Unter- 

71 ® ^aß für sehr große negative 

Weite von a;- die Losungen der Gleichung (1) sich wie 


d. h. 


Wie 


(1 _ r(/3, + Da A+- 

' ' r(i — cc) ’ 

cafx-n'i-^ (i=D2, ..., ») 


verhalten, also ebenso wie für große positive x. 

Wenn die Differenzen zwischen einigen der Größen « o-anze 
Zahlen sind, so wird r(0 in der Umgehung des Punktes ^ = 6 durcli 
Keihen von der Form t-^ (ßog tyep(t) dargestellt, wo gU) in der Um- 
gebung roii t = 0 holomorph ist. In diesem Palle änLü sich nichts 
an dei vorhergelieiiden Entwickelung da v(t)t~-^p~'r ^ auf dem Tnfpo'p w ^ 

“‘f - A “» sä«" "äu 1; 

W Eingebung von holomorph^ also das läno’s deJ 

Weges um a, erstreckte Integral teXx) identisch Null: in diesen! Palle 
kann man den vorher gewählten Integrationsweg durch die - 


Sti 


•ecke 


1) Mar hat nur in dem dort betrachteten Integral T die nntere Grenze 


großer als 1 anzunehmen und die reziproke Substitution ( 


u 


auäz-afiihren. 


17 ^ 
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Ton 0 bis ersetzen, da in diesen beiden Punkten die Bedinguno-en (?,') 
erfüllt sind; u^{x) verbält sieb dann für große positive Werte von a: wie 

A a 1 W 

» ’ r(a;4-ft + l)' 

Betreffs der übrigen AnsnabmefäUe (ft eine ganze positive oder 
gative Zahl _ 1; einige Wurzeln u, einander gleich bzw 0 

(3^8^11 

Bisher haben wir bei der Bestimmung des Wertes von für 
große Werte von a; nur das erste Glied 'der Reihe (pH) in Betracht 
gezogen; man kann aber eine größere Annäherung erzielen indem 
Wr hatten betrachteten Integrale in Fakultätenreihen entwickelt.-) 

' («, - t)H cp (t) dt , 

das Integral erstreckt Über den vorher angegebenen Weg, und 

(14) (p(t) = A^ + {a^ ~t) A A^{a^~i)- p (a, _ t)m . 

die Reihe für p{{) konvergiert innerhalb eines Kreises um a der 
uich den dem Punkte ft nächsten singulären Punkt hindurchgeht. 

&nn ausnalimsweise 0 Mn singulärer Punkt von vH) ist und inner- 
alb dieses Krmses liegt, so erhält man, wenn man in (13) epH) durch 
en Ausdruck (14) ersetzt und gliedweise integriert ■‘): 

(15) a{x) = a ^ W \a AA a ^ 

^ ’• r(* -p ft, + 1) I ^0 + 

AA.,aM ^^'’' + B(ft + 2 ) I 

- ' (a--f-ft-{-i)(*-pft_(_2) -I j, 

iir'Dlf,) ‘L"" (1 .bgcselien ,vor<le„ 

. ese Eeihe entspricht den N’ormalreihen in der Theorie der 

SD ™ k„„e,.g.ert 

^eile dei a;-Ebene mit Ausnahme der einfachen Polo — ß ^ i 

p 7 • • • gleichmäßig. *1) — Ist ferner 0 ein singulärer 

unR, der a, von aUeii singulären Punkten am nächsten liegt, so 

<«- 

2) JSorliind, B., § 10; W. 

3) |gl. Formel (0) der Einleitung zum lu. Kap 

- ' 10., S. 226; Nielse,,, 3., 96, Satz V 

0) Vgl Fmeherle, 11. (Februar 1902); Niels,;,, 3., § 95 u 96, Satz I u III. 
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Wenn dagegen diese speziellen Annahmen nicht zutreffen^ so diver- 
gieren die E'akultätennormalreihen im allgemeinen; sie stellen ciber in 
diesem Falle das Integral der Gleichung (1) asymplotisclt dar: Setzt 
man nämlich 






■ ■ + + . .(x + ß.+ v) 




SO kann man zeigen, daß 

(U) lim a - * +r 


[uXx) — == 0 


ist. Der Beweis wird ganz ähnlich geführt wie oben bei der Be- 
stimmung des ersten Gliedes der Reihe für für große Werte von 
nur daß hier statt eines Gliedes v + 1 Glieder auf die linke Seite 
gebracht werden. Zunächst besteht wieder die Gleichung (6) zu Recht; 
daher ist, wenn t = a.z gesetzt wird, für sehr große Werte von :v:. 


worin 


r /JL 


» - 

SJx) = a;' 


v,+ 

iZ 



l- = 0 

L 

= l' + l 


0 

f 

/'P-I 

(!-■ 


Q > r - 

1 

= A 

f- 

■-‘(1 

— 0)^1 

' ^ d0 , 

F-~ 

1 

= />->(!- 



,.r)äz 


ist. Nun zeigt man genau wie vorher, daß nach Vorgabe eines be- 
liebig kleinen d für genügend große m (l>v) bei Werten von x 

V{x +_d7_+ d“ 1) p ' ^ 
und für genügend große x 


r(x- 


■ ft + 
r(x) 


• 1 ) 




__ 

3 (V +1) ^ 


(h==0,l,2...,r.), 


1) Vgl. Gleichung (9); man braucht nur P in der Form zu schreiben: 
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sowie 

'J(^ + ßi + v +_|0 ^ ä 1 ) ., 

1 r(x) % : < ’ (.k = v + l,v+2,..., nt) 

ist. Für hinreichend große Werte von m und 2 ; ist also 



r (*) 




womit die Gleichung (16) bewiesen ist. 


TT ^ ' beliebiger Ordnung, deren 

Koefflzieiiten Fakultätenreihen sind: Normalforni ; Integration 
durch konvergente Fakultätenreihen.^) 

ci-f Untersuchung steUen wir zwei wichtige 

Satze Uber Fakultatenre.hen, für deren Beweis wir aber auf die Quellen 
verweisen müssen. 

Satz 1: Die Falmltätenreihe 




r = 0 


rl 




ivelche für 31 (rc) > unlexlingt konvergiert'^) kann in die Fakultäten- 
reine 

9 + (j ) + f Vy --^+" + (" +; ~ ') «0] 

+ y) + V + 1) + • • + r./‘ + ?/ + r) 

transformiert luerden; dieselbe konvergiert 

für 91 (.T) > 0, 91(.;) > >remi 91(i/j ^ 0, 

A»' 91(.r + ^) > 0, 91(x + y)>/^ 9l(i/)<0 

Den Beiveie dieses Satzes findet man bei Nielsen, 3., § 98; er wird 

in dei Weise geführt, daß Q.{x) als Integral von der Form j'cpit'] l-‘'~' dt 

1 . ! ^ 
caigestellt und dieses dann durch das Integral j (p\t) t~'' ■ dt er- 

r.n! in eine Fakultätenreilie entwickelt werden 

kann. - Eni zweiter Beweis, der nicht auf die Iiitegraldarstelliing 

1) Vgl. Gleichung (ii). 

2) ^orluny, 2., 4. und briefliche Mitteilung an den Verf. W. 

) Hierbei sind — wie auch im folgenden — die Punkte x = 0 — i _ -i 
stets auszuschheßen. ’ ’ • 
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der Fakultätenreihe rekurriert, stützt sich auf die Betrachtung der 
Doppelreihe wo 

r, s = 0 


U = + s) • 2/(y -h 1) ■ • ■ (?/ + s — 1) a,. 

+ ^ s\ {x -f- y) (a + y -f- 1 ) . . . {x + y/\- »' + «) ’ ^ > 0, 


und 


+ = 0^ wenn s < 0^ 


r\ a.. 


^ -(- ?/) (^ + ?y -f- 1) • - • + 2/ + 'rj 

'ist, auf welche ein bekannter Satz von Gauchy^) angewendet wird.^) 
Satz II: Wenn eine FakuUätenreihe mit den „Koeffizienten“ a,. 

00 

=‘'2 = 1) (a; + 2) ---(a,' + /.-); (^.4_i)(0)= 

für ^(oc) ^ ^ 2 0 Jionvercjiei so ist 


log j_^% j 

u = lim sup -Lh!L®_-J 

,=». log»» 




Dieser Satz gestattet, für Q(x) eine Majonmtenrei/ie aufzusteilen: 
es sei nämlich £ eine beliebig kleine positive Größe, so folo't aus 
demselben, daß für alle v oberhalb einer gewissen Schranke 

2 a^. \ < ■)/." 

k 1-- 0 

ist. Nun ist aber, wie sieh unmittelbar aus der FroduktdarstelluiK^ 
der Gaminafunktion ergibt*), ^ 

i;„ l“(«+l)---(c^ + i' — 1) :r(/i), „ 

v = =c ll-'-dJ+r — 1) !>(„) " ‘0 

also insbesondere für a u. + s-fl, /I = 1 : 


lim ® + *) + <; + 2) • • • (u. + f 4- v) 


r(g-j-f + 1) 


daher läßt sich eine positive Zahl M derart angeben, daß für samt- 

itclie Werte von v 


1 ) 

2) 

o) 


Analyse algebrique (1821), S. 541. 
Briefliche Mitteilungen von Nörlitnd 
Landau, 2., Satz VTTI, S. 176. 

1. Kap., II, C; vgl. Nielsen, 3., § 21; 


an den A"erf. W, 
Landau, 2., S. Iö9 
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i V I 

i Va,. i <r' /)f^^+^ + ^) C»- + ^ + 2)-- -fa.4-s4-rl 
: . 1-2 . .-. ^ 

wird. Wir betrachten nun die Reihe 

f^-1- e = fl + * 4- (4±4)XfH- e + 1) 11) 

dieselbe konvergiert unbedingt für 41 M i i o. 

^-l-l ™t™ Koeffidentn "/dt R"ih!*OM 

durch voUständige Induktion zeio-t ^ ^ 

ö ) 


i ü+_i I (li + f)(,u.+ f + R 

1 ^ 'r-T“-Y--' + ---+ ^ 


ist. 


: (.fh+ S + 1 ) C«. + £ + 2 ) . 

1 • 2 V.. - 


(fl 4- ^ + 1) ■ • • (.u + * + V — 1) 

2 ... ^ 


ii 

( 1) P/g s - 1) . . . g _ 7, + 1) ^ (1) vg _ 0 

/?: = 0 X 7 

, (^^a; Faktor von o'l0i0]2 

worin ® ^ 

( 1) A J ^ J j 

ist und 




K 


( 1 ) 


^ (^“+ 1 ) 0 -) (^‘'' - 0 , 1 , 2 , . . ., /?- 1 ) 


Fakultäteiireihen sind, die für » n,-,k^r r i 

ATnri irv-k ■ unbeainp't konveriTiprpn 2/ 

eine beliebige SiM qT ^ vollständige Induktion beweist, für 

1) Vgl. diMes Kap., I, A, 2., Beispiel (erste Stirirnff sehe Formel) 

deren Z-Jerhol^Ltn “” 3 ; tado^^ "''"/“t”“" 

kann dieselben in Partialbrüche der KW ist; denn man 

den beiden ,SfeVfe^schen Formeln (ygl. m Jap T7 T 

fachen Wurzeln des Kenners eventuel 7 /)/u ' I’ T’ hei mehr- 

.1.. .ngeg.b:::f 7 “rLf:‘/r‘™ ■’”'"• '> » 
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yz: + 1) ^ vLJ-1:; *. “* + i) 

^ “}“ Q ~i~ 1) Ä? (^x 1) . . . (x — Iz — j— 1) r (x — |- e -j— 1) ^ 




r (x -]- 1 ) 


r(.^+i) 


,r(Ä: + e + i)/ r(^ + e + i) 


q), 


(3) 

und daher 

( 4 ) 

worin 

geset7.t worden ist; mittels der Reihen (2) läßt sich f(x, q) nach 
batz 1 in eine Fakultätenreilie 


fix, i>) = ^ 


ffQ) 

(a? + e + i)W 


entwickeln, welche in einem gewissen Gebiete konvergiert. 

Wir woUen jetzt die vorgelegte Gleichung (1) durch eine Reihe 
von der Gestalt 


(1) (<^o + 0) 


oc 

_ oc 

(5) M = V.. .Gr(*+ 1 ) _ r(x + i) ^ 

^^r(x + s + jc + 1) . r(c: + f, + 1)^ (.V + e +1) 
zu befriedigen suchen; es ergibt sich 

oc 

(s.Gl.(4» 




k=:0 


CO 

=r 0 ^ — Q 


4(9 + Ü') 


r(a; -)- p .j- b -|1-' _)_ 1 ) 


Cd 

^ r(.r +9 + /d + i) 1 + 1 ) H } ' 

Zur Bestimmung der Größen c, erhalten wir daher die Gleichungen 
+ “b ~f ic Ij -|- . . . _j_ = 0, 

(Ju = 0, 1, 2, . . .); 

für k — 0 wird 

fo/o(?) = 0; 

c„ (+ 0) _ bleibt wiUkürlich, und bestimmt sich als Wurzel der 

.ßetermzmerenden Gleiclmncf 

= foiQ) = 0, 


W'O 




b'Go) - 4)((, + l) . . . ^ ^ 

Ist nun 0 eine Wurzel der determinierenden Gleichung, aus def 
-eine andere Wurzel durch Addition einer positiven ganzen Zahl her- 


900 10. Kaj). Int^'gratioii (k*,r J}iu u^:. ^ j; n-.. t;u; 

vorgeht^ so kann man aus <kmi <i!**K'!{Uiig>v\sf, ^ 

c^, a^, ... berechnen. Tni fin.* btrnial.* W-iviaiarlniicr /-a ,r/i,-]rn 
setzen wir 


dann genügt r,. der J)ifier«mzeng!«*irhurm’ 

)i 

' 9) ^ (■>' + (> ) <,•<■ + y - I ' ■ • • ■ V I /, V , ,1 

i:=^0 

1: Faktor \on i^dfirk 

1 ei,,.. |,„..are Funkn,,,, /. 

koiishinten K..erii/i..,iten i>1: .lie. el-s^ii,, ,«s,.h 
leicht^ wenn man die Formel 

^9A==^x-/.vs-,,.j- /-.v.;-, , .V , V 

• ■ ; /.-V , Ve V ■ r ^ 

sowie die GJeic.jiim^r .;-{) i„.|.|iriv,sieli, ;,j,, i,,,. non.-ii e i, 

sich daher in Faloiliiitenrcilirn r.,,-,, •> ,' t- '* 

^R(a,•)>fl, entwickeln, iii,,| 

von der Form ' 


transfomii.n'enj u'clciic kunv i.rifent 

für iH(3;) (), 

für 'J{(.x' .i. I I (I, 

ist (es i.st nämlich . j 

und ;y = ;;> I 

liic Fjllcrcn/cn^j(.i(.hmi,j- , . 

Keihe von der (te.sial, 

( 8 ) z, , X’’ 

T^) { e : I 

befriedigt: „s ist also ji.t/.i \\ j , .... 

J^[9) = 0 gleicli .\iill ,,l. h, /, I, 
setzimg durch keim- poMtiM- /,.,V „'-v 

die Rekursionsfornn-I zu,- H, .,v, ‘ 

^ ' Vffl. ,e. [_ l; 
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vergenzbeweis geeigneten Form zu erhalten^ schreiben wir die Glei- 
chung (7) in der Gestalt 

worin 

'H 

Ä ^ + q)(x Q — 1) ' ■ ‘ (x + Q + l) (Pn^ "" 1) ^ 

A = 1 

.(0) 

k = 1 

(Faktor von gleich l) ^ 

und 

«.f = (« + (>)(\-i’.f) 

\ '^' _L . . 

a; + e + 1 (*+e + i) (*+9 +2) (^»+e + 1) (*+(? +‘^) (*^ + e + 3) 

ist. Wenn dann v I^uU oder eine ganze positive Zahl bedeutet und 
wieder 

F(y) == v(y -\~ l) ‘ • (y -\- n — 1)4-' * 

• • + bj.^v(v-y 1) • • • 4 + A — 1) + • • • + 
f(.r; v) = '^'v{v + 1) • • • (n 4 ^ — 2) + • • 

■ ■ H" y 1) ' ’ ' {v y h — 1) ' -r dx P'' ~r ^ 


gesetzt wird^ so läßt sich /(.^, n) nach Satz I in eine Fakultätenreihe 
von der Form 


tXx, v) -= /o(4 4 


fl y 


4 


f,y 


ic 4 (j 4 1/ 4 1 + c + 4 1) 4 4 e + + 2) 


entwickeln^ die dasselbe Konvergenzgebiet besitzt wie die oben hin- 
o-eschriebenen Reihen für die Setzt maj] ferner 

thb') „ /iW I fk -!_e) L , . . 1 

{V -|- ^‘0 • ('^ 4 4 — ^) • ■ 

so ei-hält man für die Bestimmung der Größen (\, c,, C-i, ■ ■ ■ die 
R,ekursionsformel 

(9) = y^{v}c^, + gi(v — l)c,.__^ + • ■ ■ -f '■/..(O) Co,- 

iv = 0, 1, 2, . ..); 

V 

hierin sind die lineare Funktionen der Größen 

= 0^ 1; . . .; n — 1) mit positiven Zahlenkoeffizienten. 
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Wir ersetzen jetzt die Sj. durch Größen^ welche positiv und dem 
absoluten Werte nach größer als dieselben sind^ und wählen zu diesem 
Zwecke für (Je ^ 0, n — l) die folgende Majorantenreihe: 

= Jf (l J ^ - - j - + • • 1 

^ \ ^ + e + 1 ' + c + 1) (^ + e + 2) / 

wo 

1 = a' + £ + 9^(^); wenn 3^ ^ 1 ; 

X = I.L + £ -\- 1 , wenn 3t (()) < 1 

ist^ während u die größere der beiden Zahlen 0 und fi bedeutet 
Alsdann betrachten wir die Majoranten-DifPerenzengleichung 


( 10 ) (x + Q)(x + ^-l)- - - (x+Q-h+l) 

k=t 
01 ~ 1 

= ^ (a; + () — 1 ) (a; + () — 2) • ■ • (rc + p — /: -f- 1) j ^ 

worin q) eine noch näher zu bestimmende positive Zahl ist; diese 
Gleichung wird formal durch eine Reihe von der Form 


(11) 


= ro + 


ri 


y> 


X —f- p -j- 1 (x -j~ (? “h 1) 'A “h e “b 


befriedigt. An Stelle der determinierenden FunktioA* F(v) tritt 
q) cp (v) ^ wo 

q)(v) -= v(v+l) • • • (n + ^— 1) d ^v(vF^)' • • (^' + /.•— 1) H \- v 

ist; diese Funktion verschwindet ebenso wie F(v) für v = 0 und 
nimmt für alle positiven ganzzahligen v positive Werte an. Der 
Rekursionsformel (9) für die entspricht eine solche für die p,, : 

(12) _ P ( Jd(v + 1)7,,^1 = -1 L 

(v = ü, 1 , 2, ...), 


in welcher die Koeffizienten sämtlich positiv und größer als die 
absoluten Beträge der entsprechenden Koeffizienten sind. 

Wir bestimmen nun qj derart^ daß für alle positiven ganzzahligen v 

q^cp(v)< F(v) . 

wird: das ist deshalb möglich^ weil für keine positive ganze 

Zahl verschwindet und 

lim =- 1 

r = cc 
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ist.i) dann noch y, positiv und größer als angenommen 

so ergibt sich aus (12) sukzessive r (ii = 0 1 2 1 al« pTr ^ 

dessen Zähler größer und dessen Nenner kleiner'ist als der abl2 

genmnmene Zähler bzw^^Nenner des ans (9) entspringende^ Brnet 

»^r-f-n öS ist daher für alle v 




ö eichun^ (t) dar, falls die Reihe (11) konvergiert. Um dies zu 
prüfen, multiplizieren wir in der Gleichung (10) auf beiden Seiten 

mit 1---|^ setzen die Reihe (11) ein; dann erhalten wir mit 
Berücksichtigung der Formel (3): 


pU- 

worin 




mit ^ + P nimmt diese Gleichung die folgende 


(p(v) 


“h + 2) • • • (.r -h ^ -j- 
00 

2 (.'£■ + 9 + 1 ) . . . (a; + p 4 -'^) ( +p(X + l)(p(v)} ■ 

die linke Seite dieser (tleichuncr 

Ö 7 

p'S' n, . +i)_ 

^ + e + 2) • • ■ (« -j- e + 1' d- i)V 

läßt sich nach Satz I in 


oc 



7':-0 


yi/+i y iy H~ 1) — {v — 1) qp (y) 

{x -f ^ 1) (.i~+ ^ -j- 2) . . . ^ ^ 


1) Von einer bestimmten endlichen Stelle ^ = t an wird nämlich deswegen 

(jp(y)\ ^ 

7,-44! <2 G = f, i+l,i 4 - 2 , ...); 

es genügt daher, p ^ 4' «ud gleichzeitig kleiner als den kleinsten der (von Kuli 

verschiedenen) absoluten BeträffO von -F(7 — 1) . 

^ ^(1)’ g,(2)’ •••’ 
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transformieren. Setzt man noch y„ = v\y'„ so erhält man für die r' 
die lieknrsionsformel '' 

0'+'^)9^('>' + ^)y:+i=- IjiPiv) + (v+ X) 
aus derselben ergibt sich 

Daher wird, wenn das (n+l)‘e Glied der Reihe (11) bezeichnet, 

h+i ^ + v) a - « - 1 + *v) 

also ~ ’ ■-■“^+7+-r + i- ■ . 

hm (^1 - !-ilj = ^ + 1 _ . 

folglich konvergiert nach einem bekannten Kriterium') die Reihe fll) 
falls ^ 

“b ^ A — n 

ist, und hieraus folgt wiederum, daß die Fakiiltäteiireihe (8) bzw tÖl 
konvergent ist w ■ v y 

für ?i{(x) wenn ih(()) > 1, 

tür i)t (ai + p — 1) > (t' _ n, wenn ih)^) < 1 . 

Aus unseren Entwicklungen fließt der folgende 
. Sat 0 : Wenn für eine Bifferenzengleidamg nW Ordnung oon der 
hormalform (1), derm Koeffizienten für 91(ir) > koneergente 
J^akultatenretken sind, keine zwei Wurzeln der determinierenden Glei- 
c iung sie I um eine ganze Zald^ (inkl. 0) unterscheiden , so entsprechen 
i iren n Wmjeln (« = l^ 2, . . ., ?i) n FimdamentadlösungerZ) ii^ von 
der Jd orm (5], und^ zwar konvjergiert * 

für 91 ( 31 ) y-g'—n. wenn 9i(p,)>l, 

für 9i)3:d-()^ — 1) > u'— n, tuenn 97 (p,) < 1 
ist; darin ledeutet g die größere der leiden Zahlen 0 und 


1 + 


!. — n- 


^ + ’) l^lim e,, = oj ■ 


1) Vgl. Weierstraß, 1 ., Abschn. 5, Satz V— VJI. 

2) Daß die «,( (i = 1,2,.. , w) ein Fnndamentalsystem bilden, ermbt sich 
daraus, daß für große x die „Determinante dieser Funktionen“ (vgl. 5. Knp.,lW) 


D{ud) 

V .V ’ 


X 5 




( n ) 


’) = 


n (?z— 1) 
~ ~2~ 


««-lo 


ist, sodaß D nicht identisch verschioindet. (W.) 


=h d , lim ^ 0 , 
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Auf den Fall, daß einige Wurzeln der determinierenden Gleichung 
sich um eine ganze Zahl (inkl. 0) unterscheiden, können wir hier 
nicht näher eingehen (vgl. Nörlund, 2.), 

Beispiele : 

aj^/x{x — 1) > • • {x — h + 1) = 0 {cLj, Konstanten^ 

Hier ist 


A r=0 

daher ergibt sich, faüs die Wurzeln ,o, {i = 1, 2, . . n) der deter- 
minierenden Gleichung /o(^) == 0 sämtlich von einander verschieden 
sind, unmittelbar aus Gleichung (4) als allgemeine Lösung unserer 
Differenzengleichung : 


2 

'/ = 1 


r(a.' + l) 

“‘r(x + e, + i)’ 


worin die o, „Konstanten“ (periodische Funktionen von der Periode 1) 
bedeuten. 

n 

2’ G + a; + l) - 1) • • • + 1) V'u. = 0 

/■ = 0 

[üj. und 1)^ Konstanten, = Z)^ = 0). 

Hier ist 

fix, q) /' q (^) ^ 

worin 


+ 1) •••((>+ /<^ — 1) ; 

/.■ = o 
// -1 

/; (p) = 2' ^ + 1) ■ • • - 1) = 1)- 

/c = 0 


Wenn die Gleichungen Iq{q) = 0 und fiip) = 0 eine gemeinsame 
Wurzel Qj^ besitzen, so wird für alle x 

die Gleichung 2. besitzt daher, wie unmittelbar aus (4) folgt, die 
Lösung ; wir können daher im folgenden diesen Fall aus- 


1) Nörlund^ Briefliche Mitteilung an den Verf. TF". u. 1. 
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schließen. — Mit Berücksichtigung der aus dem Satze I oder aus der 
ersten ÄfoVZmf/ sehen Formel {10. Kap., l, A, 2., Schluß) folgenden Ent- 
wicklung 

= y o(g + i)---(e + 5-i; r( 0 )_i\ 

* H“ 1 (* -|- e -)- 1) (a3 + c -f- 2) • • • (x -(- e + 1 -|- 8; ' 

ergibt sich nun 

/’s+i(p) = + 1) • ■ • (() -f 5 — 1) /) (()) (s = 1, 2, 3, .. .). 

Aus der Rekursionsformel (6) erhält man daher für jede Wurzel p 
der determinierenden Gleichung /I)(p) = 0, deren Wurzeln sich nicht 
um ganze Zahlen (inkl. 0) unterscheiden mögen, zur sukzessiTen Be- 
rechnung der Koeffizienten die Gleichungen: 

G foip + 1) + G fi((>) = 0, (f^(io) 4= 0), 

G fo(P + 2) + 4 /)(() + 1) -f Co ^ /)(p) == 0, 

G/o(9 + 3) + Cof^(() + 2) + q(p + l)/j(p + 1) + C(,^(p + l)/’i(,o) = 0, 
usf 

Wählt mau Cj, = — ^ , so ergibt sich 

c = ^ r ^ 4- Ij — /ife + 1) 

^ ^ (p/o((> + l) — /i(9 4- !))((? + l)/i(? + 2) — 4^()-i-2)) 

^ ' /o(? + l)7o(rH-2)/'o(() + 3) 

USI. 

Ist daher 

Ui.9) = (t> - «J (p — «ä) ■ ■ • (p ~ «J, 

?^(^> + 1) — /iCp + 1) = (p ~ ßo)iQ ~ ßi) ■ • ■ (p — ßj, 

SO erhält man folgende Lösung der Differenzengleichung 2.: 

^(1) _ 

. I ^ ^ 7a_7~ — ßjil , ■ : (^j_~ ßo H ~ ^ 2) • - (üf^ — +_7^ — 2) 

1 /i(<^i) — ^2 + l)---(<^i — • • • (<^i — Cifo -f- 7^) ■ • • (<^1 — + 

^ 1 ■ 

7 + + 1 ) ' • • + <^1 + ^) J 

und n — 1 analoge Lösungen die zusammen ein 

Pundamentalsystem der Gleichung 2. bilden. 

Schlu ß hetrachtimg : 

Wenn wir die bisherigen Entwickelungen {1. Teil, 1. Kap. und 
2. Teil) noch einmal zusammenfassend überschauen, so ergibt sich die 
bemerkenswerte Tatsache, daß die von uns betrachteten hiffereuzeu- 



Schlußbetraclitung. 
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gleichungeii im allgemeinen ein Faiidamentals jstem von Lösungen 
besitzen, welche eindeutige transzendente Funktionen, mit unendlich 
vielen „kongruenten“ Polen und der wesentlich singulären Stelle oo 
sindP) Dabei tritt an Stelle des in den Integralen der linearen 
Differentialgleichungen anftretenden vieldeutigen Faktors (a be- 
liebige Konstante) der eindeutige Faktor — bzw 

° ^ r (a;) ■ r (re — K -f 1 ) 

und an Stelle des vieldeutigen log,T die eindeutige Funktion Yfb = 

d p, X r{x) 

dx o ^ ^ r (x) 

Schließlich sei noch einmal ausdrücklich auf die hervorragende 

Bedeutung der aus der Laplaceschen Transformation hervorgehenden 

1 


Integrale von der V orm J P - cp (t) di für die Lösung der linearen 

0 

Differenzeiigieicliuageii hingewiesen: ans denselben ergibt sich durch 
Entwickelung von (p(t) in eine nach Potenzen von t fortschreitende 
Potenzreihe und gliedweise Integration die Fartialhruchreihe, durch 
wiederholte partielle Integration oder auch durch Entwickelung der 
Funktion cp(f) nach Potenzen von \ — t und gliedweise Integration 
sowie Anwendung der tBwferschen Formel {10. Einleitung^ 

Gleichung (ö)) die FaJaiUätenreilie und endlich mittels der Binomial- 
entwickelung für = (1 — (1 — durch gliedweise Integration 

die Binomiairelhc] natürlich ist in jedem Falle die Konvergenz der 
betrefienden Ueihe zu untersuchen. 


1) V”l. 'Barnen, 2, und 3. 

Linihehster hall: Die Differontialglcichung = ^ 2 / t^esitzt das Inte- 
gral (li(‘ Diircrenzen^dcicliung ~-y^ oder 2/.^.-|- 1 ■ 2/^’ die 

Lösung 7 /_^, - ^ ~ "r); i’erner die DifFerentialgleichung ~ 

<las Integral y ~ log x -|- c, die Difleronzengleichung /\y^ — A die Lösung 

. . r(x-\-a) 

(;r;) . UbrigeuH vfudiält sieh für große x die Funktion p-T-b — ~ wie 

r [X) 

(c Konslaiiio) und wie log .r (vgl. 10. Kap., I, B, Ausdruck für \i[x) 

und für)). 
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Diffgl. 1. Ordg. 5. — Diffgl. beliebiger I 

Ordg. mit rationalen Koeffizienten ‘ I. 


(Existenz einer Partikularlösung) 26. 
Vollständige Diffgl. 87; 1. Ordg. 00. — 
Diffgln. derselben Art 106. — Diffgln. 
mit konstanten Koeffizienten: h. 1. 169, 


Lntegration einer h. 1. Differenzeng^ 
chung, Definition 5. 

Iteration 93. 

Invariante Funktionen 97. 
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Sachregister. 


Kettenhruchver fahren 53. 

Kettenbrücke (Lösung h. 1. DiflFerenzen- 
gleichung durch K.) 218. 
,,Konstanten‘^ 33 (Anm. 3). 

L. 

Laplacesche Differenzengleichungen, L 
Transformation 189. 


j BeduUibih'tätssatz 150. 

I JRedidcUon der Ordnung einer h 1. Diffe- 
1 renzengleichung G4. 

I Kedu^hUtat lU. - Zerlegung linearer 
T>ilterenzenausdrücke in irreduzible 
Faktoren 119 , _ Vollständig reduzible 
h. 1 . Differenzengleichungen 124. 
UeJmrrente Heiken 183. 

Hesultante 53. 


M. 

Mojorantenreihe 263. 
Multiplikatoren 78. 


S. 

Summe 11. ~ Summation 15. 


JV. 

Neicton^She, Interpolationsformel 177 
IsT Polygon 213. 

Normal form 264. 


T. 

Teiler, größter gemeinsamer, zweier h. 1, 
j Differenzenausdrücke 56. 

; Transformation 103. 


P. 

TartiaTbruchreihen 227, 234 239 
Tartikularlösung^ Existenz 5 . 

Toincare, Satz von P. 201. 

Totenz, symbolische 93. 

Trodulct, symbolisches, zweier h. 1. Diffe- 
renzen-Ausdrücke 54. 


I 

i h.l.Differenzenausdrüoke 

; 161. 

i Vielfache, kleinste, ztreier h. l.Differenzen- 
ausdrücke 57. 
j Vielfache Lösungen 71. 

! w. 


Quadratur 15. 

R. 

Kationalitätsgnippe 127; Reduzibilität 
derselben 132; Reduktion derselben 
136, 

— von Differenzengleichungen derselben 

A rf. IQ y 


I Wallenberg, Satz yon W. 34. 

[ Weierstraß, Grenzbedingung von W. 21. 

Z. 

Zerlegung eines h. 1, Differenzenaus- 
druckes in solche 1. Ordnung 74 
ZusammensetBung h. 1. Differenzen aus- 
drucke 54. 


Berichtigungen und Ergänzungen: 


9, 

23 , 

14 :, 


) 6 , 




-Zeile 18 v. o. hinter Anm. 1 einznschalten : S. 8. 

,, 16 V. 0 . lies C statt c. 

,, 4 V. 0 . (Überschrift) lies „Vollständig“ statt „Vollständige“. 

1 , 4 V. n. lies statt — • 

0^2 

1). Der erste Satz soll nach Berücksichtigung der unten folgenden 
B emerkungen unterdrückt werden. Im zw^eiten Satze lies H<8 statt H<;8. 
Zeile 9 v. o. vor „kleineren“ einzuschalten „dem absoluten Betrage nach“. 


Bemerkuiigeii zum Satze von Foincare (S. 202 ff ). 


. XTxxl etwaige Komplikationen zm vermeiden, sollen die Grenz- 
lim durchweg in dem Sinne genommen werden, daß x von einem 

af = CO 

den. Anfangs werte an in ganzzahligen Intervallen wächst: 
, -4- 'u = 1, 2, 3, . . ebenso ist im Abschnitt D für den Grenz- 
'.im zu nehmen x = Xq~ v (-z/ = 1, 2, 3, . . .). Diese Grenzwerte 

= — oo 

'S auLch. lediglich, welche in den folgenden Anwendungen vor- 
en. 


D or Ausdruck „zwischen £ und (S. 205 ff.) bezieht sich 
ch auf die Werte von iV, bedeutet also: £ < iZ < y (ebenso 
arxdF die Werte von ! ^ i ) * 


Es ist noch der Fall zu berücksichtigen, daß für beliebig große 
voza die Große II ^£ ist, ohne daß beständig H^s bleibt. 
<1 ^ folgt: 

s dl eil Gleichungen (10) und (11): 

I ^x + i\ ^ I ! /^ i "k ^ “k 2 ; 




ß\+ + 

1 q: I — d (1 -|- 2 g) 


her* ist 


Bemerkungen zum Satze von Poincare. 


Analoges gilt für | . Da lim— endlicli ist^ wie aus der Ee- 

stimmungsgieichung für s (S. 205) hervorgeht, so gibt es eine eiid 
liehe positive Konstante h derart, daß, wenn ist, //,.+ ! <i ^ 

wird. Da die Größe H ahnimmt, sobald sie größer als a wird, so 
kann, wenn einmal s ist, (v = 1, 2, 3, . . .) nie größer als ha 

werden; daher ist wegen lim e — 0 auch hier lim£r=0. (Vgl. 
Horn 1 ., S. 180). 

4. Bei der Betrachtung des Quotienten = \~^^ \ : für den 

Fall, daß = 0^ ^; • • •) beständig größer als bleibt (S. 

wähle man eine positive Größe u' derart^ daß ^ <C ö''< 1 ist^ und 
bestimme a' durch die Gleichung 


ö(l+l){l+a') = 0'\ß\-\y:- 

falls man ß (< 1) gleichzeitig größer als und j-^-l genommen hat, 

, I : I P I 

kann man übrigens 0 = ß wählen. Dann ist lim£'=0; ferner (udit 

.'P 1.^ 00 

aus den Bestimmungsgleichungen für s und a' hervor, daß In'stäudig 

entweder e'> e oder s' ^ s ist. Im ersteren Falle kann man wenuin 
11 ' ' ^ 
y> die Größe £ durch s' ersetzen; d. h. es ist für a'd : 


ft <i ■ ~ 




also 6 a 1 und daher wegen lim F = 0 auch lim \-y ^ {), 


Ist dagegen so ist für II>~, a 


■Mb 


Ql 


Ir 1+41 + ^) + 


d. h. wieder ft< 1 und daher lim '4 =0. 
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